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Donnons-nous un ensemble fini S de points p~ dans une sous-variete quasi- 
projective lisse X ~ de IP" sur le corps des nombres complexes r Appetons Z la 
completee projective de X ~  IP". On introduit les entiers 

~ot(S, Z) = inf{d; il existe f E  ~[Xo, .. . ,X,] - d (Z) ,  

f homogene de degre d, tel que f e  J//~,, z pour 

tout pie S}, 

ofa Je'p,, zes t  l'ideal maximal de pl dans Z et d(Z)  l'ideal homogene de Z. 
Comme corollaire de resutats dfis h Enrico Bombieri sur la theorie des 

estimations L z et des theoremes d'existence pour roperateur t~, une inegalit6 est 
l n demontree entre col{S. IP") et ~%.lS, IP ). pour deux entiers positifs t et t', que Skoda 

ameliore sous la forme 

%,(S, < 
t ' + n - 1  = t 

Pour toutes ces notions et les references precises correspondantes, nous renvoyons 
au livre de Waldschmidt [6, Sect. 7]. 

Chudnovsky conjecture l'inegalite 

col(S, lP")+n- 1 < %(S, IP") (*) 

n t 

qu'il prouve dans le cas n=2.  Demailly redemontre (,) par des methodes 
analytiques dans le cas n = 2  ou bien dans celui oR S contient un polytope 
complet ~t 

(~o1(S,,")+ n -  1) n 

sommets. Independemment, Wiistholz et Masser, l'un par des methodes d'algebre 
commutative et de theorie de l'intersection, l'autre d'algebre lineaire, demontrent 
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une in6galit6 un peu moins pr6cise que celle de Bombieri-Skoda-Waldschmidt ,  
qu'ils peuvent am61iorer dans le c a s n  = 2 par  des m6thodes locales pour  redonner  
(*). Par  ailleurs, Wiistholz prouve aussi l'in6galit6 

n(co~(S, Z ) -  1 ;'Z) < cot(S, Z) 

col(S,Z) m-1 .deg(Z) = t ' 

06 H ( x ; Z )  est la fonction de Hilbert  de Z, deg(Z) son degr6 et m sa dimension. 
Nous  renvoyons  ici par  exemple ~ [7] et [8] et aux r6f6rences correspondantes.  

Dans cet article nous prouvons  par des m6thodes de g6om6trie projective 
complexe les in6galit6s 

coo(S, IW) + 1 < - - , c o t ( S '  IP~) pour  n _> 2 (A) 
t ' + n - 1  t 

coc(S,Z)+ 1 -  deg(Z) _-< --,c~ r e = d i m ( Z )  > 1 (B) 
t ' + m - 1  t 

(voir Par. 1, Th6or~me II, Th6or~me I e t  Remarque  (1.1), pour  les 6nonc6s pr6cis). 
Autant  que nous sachions - et en tant  que non sp6cialistes nous esp6rons 

n 'avoir  oubli6 ni de r6sultats ni de noms importants  - l'in6galit6 (A) englobe et 
6tend routes les autres concernant  cot(S, IW). En tenant compte  des ~mauvaises)> 
singularit6s d 'une hypersurface a t tach~e/ t  cot(S, lP") et de leur codimension, nous 
sommes en mesure de l'am61iorer sensiblement [Remarque  (1.2)]. I1 nous semble 
que le point  de vue adopt6 ici met en relief le lien entre d 'une part  le compor tement  
de coo(S, Z) en fonction de celui de cot(S, Z) et d 'autre part  le r61e jou6 par  le lieu 
singulier de l 'hypersurface associ6e/~ cot(S, Z). L'in6galit6 (B) est un cas special d 'un 
r6sultat de type Bombier i -Skoda-Waldschmidt  o6 l 'on autorise S /~ atre un 
ensemble de sous-vari6ths quelconques de X ~ 

1. Enonc6 des r6sultats 

Soit X ~ une sous-vari6t~ quasi-projective lisse de IP n. On appelle degr~ de X le 
degr~ de sa compl~t~e projective Z dans IW. 

Soit X ~ une sous-vari~t6 r6duite et irr6ductible de X ~ de compl&6e projective 
Zj dans Z. On dit qu 'une section s de H~ (~,(d)) s'annule fl l'ordre tj le long de 
X ~ et ne s'annule pas le long d e X  ~ si, dans l 'anneau local (~z~, z, s est dans j/~tj et est 
non nulle, oh ~ '  = ~'zj ,  z est l'id~al maximal.  Bien stir, s a le droit d '&re dans 
~r pour  r > 0 .  

Comme de coutume,  on d~finit l 'entier [b], pour  tout  r6el b, par b - 1 < I-b] _-< b. 

Th~or~me I. Soit S =  {X ~ ; j =  1 . . . . .  v} un ensemble f ini  de sous-vari~t~s r~duites et 
irr~ductibles Xy,  de dimensions n j, d'une vari~t~ quasi-projective lisse X ~ de dimen- 
sion m >-_ 1 de F n. Suppbsons qu'il existe une section s de H~ n, (~.(d)) qui s' annule 
un ordre donn~ tj >= 1 le Ion# de X ~ pour j = 1 . . . . .  v, sans s' annuler le long de X ~ 
Fixons des entiers t'j >= 1, et 

i > = [ ( t ' j + m - n j - 1 ) . d . t f  l ] +  l 

pour j = 1 . . . . .  v. 
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Alors il existe une section de H~  ", (9~,(deg(X~ i - 2 ) )  qui s'annule le lono de 
r X ~ ?t rordre t j, pour tout j =  1 . . . . .  v, sans s'annuler le Ion9 de X ~ 

Remarque (1.1). Si n 1 = n 2 = . . . =  n v =0 ,  c'est-~t-dire si S est un ensemble de points, 
= .  ' ' = t '  en posant tl . . = t v = t  et t ~ = . . . = t ~  on trouve 

cot,(S, Z) < (t' + m -  1). d. t -  1 _ 1 + deg(Z) 

et donc l'in6galit6 (B). 

Th~or~me II.  Soit S u n  ensemble f ini  de points pj dans ]P", n > 2. Alors, s'il existe une 
section non nulle s de Hoop ", Oe,(d)) qui s'annule /1 rordre t>  1 en tout p~ de S, il 
existe pour i> 2 une section non nulle de HOOp ", (9~,,,(i- 2)) qui s" annule en tout pj de S 
?t l'ordre t '> 1 d~s que 

i > _ [ ( t ' + n - 1 ) . d . t - ~ ] + l .  

Remarque (1.2). Dans la d6monstration (Par. 4) il apparai tra  que les <<mauvaises 
singularitOs>> du diviseur V(s) associ6 ~ s jouent un (<mauvais tour>>. Celles que 
nous appelons mauvaises ne sont que les singularit6s en lesquelles le diviseur 
r6duit associ6 ~ V(s) n'est pas ~ croisements normaux. Pour/3  < n, les mauvaises 
singularit6s 6tant en codimension sup6rieure ou 6gale h/3 par rapport  h IP", nous 
d6montrons l'in6galit6 

(co,,(S, IP") + / 3 -  1) . ( t '+  n -  1) -1 <=d.t -1 

Puisque pour n>2 ,  on peut toujours choisir au pire /3=2, on obtient ainsi le 
thOor6me II. On atteindrait alors la conjecture de Chudnovsky (.) si l 'on savait que 
l 'hypersurface associOe ~ cot(S, IP") n'a de mauvaise singularit6s que des singularit6s 
isol6es, i.e./3 = n. 

Remarque (1.3). On pourrait  aussi, dans le cas off le support  n'est plus IP" mais un 
Z quelconque, introduire les mauvaises singularit6s du diviseur V(s)c~Z de Z 
associ6 ~t une section s de HOOp ", (9~,(d)), comme sous-vari6t6 de Z olh Z et V(s) ne 
se coupent pas transversalement. Malheureusement, m6me si Z e s t  lisse, ces 
singularit6s peuvent ~tre en codimension 1, de sorte que la formulation g6n6rale 
du th6or6me I ne s'en trouverait pas am61ior6e. C'est pourquoi nous ne parlerons 
pas de cet <<essai manqu6>>. 

Notations. Rappelons que nous donnons dans les paragraphes suivants une 
d6monstration des th6or6mes I e t  II dans le cadre de la g6om6trie alg6brique 
complexe. Pour  ce, nous utilisons les notations du livre de Hartshorne [4], avec 
une exception : si Y est une vari6t6 alg6brique et D u n  diviseur de Cartier, on note 
(gr(D) le faisceau inversible associ6 (contrairement A la notation ~ge(D) utilis6e dans 
[4, p. 144]). Par  ailleurs, on ne confondra pas le cot(S, Z) des arithm6ticiens avec le 
faisceau dualisant ~o r. 

2.  P r ~ l i m i n a i r e s  

(2.1) 

Soit B u n  diviseur effectif sur une vari6t6 projective lisse complexe Y On pose 
B = ~ v i �9 Ei, ol) les Ej sont les composantes irr6ductibles de B. Si l 'on suppose que 
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ce diviseur est associ6 h une puissance positive W a d'un faisceau inversible f .  i.e. 
&F'd=(~y(~Vj'Ej), on pose, pour tout i>0 ,  

~(i) = ~q~i| ~,[v j. i. d- 1] .E j). 

Si 0 < i < d, la d6finition de L~ at~ ne fait intervenir que les Ej pour lesquels vj > 2. 
Lorsque ron  voudra souligner le r61e de la partie r6duite D de B, on 6crira 

B=D+ ~ vj.Ej,  off D= ~ vj.Ej. 
Vj>2  vj = l 

(2.2) 

On suppose que le diviseur B de (2.1) est ~ croisement normaux, c'est-~-dire que les 
E~ sont lisses et se coupent transversalement. La section s de ~r de support  B, 

d - 1  

d6finit sur le faisceau de (~y-modules d =  ~ ) ~ - i  une structure d'alg6bre. En 
i = 0  

effet, la multiplication de A est d~finie par la multiplication 

. ~  - i ( ~  . ~  --  j___~ .~r - i | ~ )  - j ~ -  ~ p  - i - j 

une fois identifi6 L,e -d ~ un sous-faisceau de Ze ~ = (9 r par la section duale de s. On 
note W la normalisation de Spe%~(~'), V une d6singularisation de W e t  comme 
suit les morphismes associ6s 

g 
v - - -w 

u 

La vari6t6 W sera dite extraction d-i~me du diviseur B. 

Lemme ([1, Par. 1] et [2, Par. 1]). i) W n'a que des singularit~s rationnelles (i.e. 
Rig. (gv =0 pour i~:O). En particulier W e s t  de Cohen-Macaulay, et z est plat. 

d - - 1  

d-1 i (9 i= 
ii) On a z*(~w= i=o @ ~,r et donc R'f .  v= [.O, i ~ 0 '  

Th6or/~me (2.3.1). Soient Y, B e t  ~ comme dans (2.2) et co r le faisceau canonique. 
Supposons que la dimension de Kodaira de ~LP v~rifie ~c(~q ~) = d im(Y)= n, et que .L~ est 
engendr~ par ses sections globales. Alors on a 

Hq( Y, c% | ~q'ti) | ~k) = 0 

pour tous k>0 ,  q > 0  et i>=O. 

D~monstration. D'apr6s (2.2) et la dualit6 de Serre [4, III,  Par. 7], on a 

d - 1  

nq(F, Ogv| = H n - q ( K f . ~ - k  ) = ~ n,-q(y ,  .Lr174 
i = 0  

d - 1  

= ~ )  nq(Y,, ~ r | 1 7 4  
i=O  
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Le faisceau f,o~pk 6tant de dimension de Kodaira maximum et engendr6 par ses 
sections globales, on peut appliquer le th6or6me d'annulation de Grauert et 
Riemenschneider [3] pour trouver le r6sultat pour i<d.  Si i>d,  on 6crit 
~v 'a=(gr(v .B)  pour i<v .d .  

En fait, le th6or6me (2.3.1) est un cas particulier du 

Th6or6me (2.3.2) ([2, Par. 2] ou [5]). Soient Y,, B et &t ~ comme dans (2.2). Supposons 
de plus que la dimension de Kodaira de (5y(D) v~rifie x((gr(D))=dim(Y). AIors on a 

Hq(Y, coy | ~e"~)=0 

pour tous q > 0 et d > i > O. 

La d6monstration repose sur les trois faits suivants: 
i) Le calcul des ~9 ~ expos6 en (2.2). 

ii) La sym6trie des nombres de Hodge de la vari6t6 V. 
iii) La fermeture des formes diff6rentielles globales/l p61es logarithmiques le 

long d'un diviseur h croisements normaux. 
Seul i) est purement alg6brique. Jusqu'~t pr6sent, il n'y a pas de d6monstration 

alg6brique de ii) et iii). 

(2.4) 

Soit X ~ une sous-vari6t6 quasi-projective lisse de dimension m > 1 de IP". Soient Z 
sa compl&6e projective dans IP" et x :X--, Z un morphisme birationnel tel que X 
soit lisse et projective. Au cours de la d6monstration du th6or6me I, nous 
construisons des sections de certains faisceaux inversibles sur X que nous voulons 
identifier ~ la restriction surX ~ de fonctions polyn6miales sur lP". Nous le raisons 
l'aide de la proposition de ~chasse aux sections)~ qui suit. Soient X' la normalis6e 
de Z et 

X ~ ~ Z C _--Ip n 

les morphismes correspondants. Appelons U l'ouvert des points lisses de X'. 
Pour toute vari6t6 U' et tout morphisme q~: U'~IP", on pose (9v,(1)= (p*(gp,(1). 

Pour tout l, appelons 01 la composition des applications canoniques: 

HOOp ", Cp,(I))---~H~ 6~ ~'*, HO(X ,, Cx,(I))---~H~ Or(l)). 

Proposition. I1 existe une injection 

j :a~v-~)u(deg(X ~ - m -  2) 

vJrifiant que, pour tout k, rima#e par j de H~174 dans 
H~ 0v(deg(X ~ - m -  2 + k)) est contenue dans rimage de Ode,ao )_ m- 2 + k" 

DJmonstration. I1 suffit de d6montrer la proposition oh l'on remplace U par tout 
ouvert X 1 de points lisses dont le compl6ment X ' - X I  est de codimension au 
moins deux. Choisissons une projection g6n6rique de degr6 1 de Z sur Z', 
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hypersurface de degr6 d e g ( X ~  dans IP "+ 1. No tons  A le lieu de ~"  sur 
lequel cette project ion n'est pas  d6finie et c o m m e  suit les morph ismes  associ6s: 

T~ 'm 

X' ~ Z C = - i p n _ ~  

Z' C ~ ipm',l 

Le morph i sme  p est fini. Posons  Xz=X'-p-l(p(Sing(X'))) et ZI=p(X1). Alors 
Z ' - Z  1 est de codimension au moins  deux dans Z'.  

En tant  qu 'hypersurface  de IP "+ 1, Z '  est de Gorenstein ,  donc  admet  un faiceau 
dual isant  inversible v6rifiant [4, II, Par. 8 et III ,  Par. 7] ~o z, = Oz,(deg(X~ m -  2). 

On  a donc  ~Oz, = Oz,(deg(X ~  m - 2). 
Pa r  ailleurs, on a [4, I II ,  Ex. 6.10 et 7.2] p,O~x,=~z,(p,(.gx,,Ogz, ). Le 

conoyau  cg de l ' inclusion Oz, ~p,Ox, &ant  de torsion, on a )~',~mz~(ff, ~Ozl ) = 0, ce 
qui founit  une inclusion 

p,Ogxl ~mz~ = Oz,(deg(X ~  m -  2) 

et donc  un morph i sme  non nul 

j' : p*p,OOx, ~p*~Oz~. 

Le noyau  ~'- de la surjection canonique 

P*P,~x, -~'~ 
6tant de torsion, on a j ' b - = 0 ,  d o n c f  se factorise en 

j : Ogx, ~ p * m z ,  = Ox~(deg(X ~  m -  2). 

De plus, les deux faisceaux 6tant inversibles e t j  6tant non  nul, j e s t  injectif. D ' au t re  
part ,  A 6tant de codimension au moins  deux dans IP", on a 

Hoop" - A, OF.-  A(deg(X ~ - m - 2 + k)) 

= Hoop ", Or.(deg (X ~ ) - m - 2 + k)). 

De m~me, Z ' - Z  1 6tant de codimension au moins  deux dans Z',  qui est de 
Gorenstein ,  a fo r t i o r i  de Cohen-Macau lay ,  on a H~ COz,(k))= H~ ', ~Oz,(k)). La 
fl6che de restriction 

:HOOp,,+ 1, OF m+ ,(deg(X ~ ) - m - 2 + k))~H~ ', OOz,(k)) 

est surjective, son conoyau  6tant dans  HI(IP m+ ~ , O e , , + , ( - m - 2 + k ) ) ,  qui est nul 
car m__> 1. On  obtient  les d iagrammes  commuta t i f s  suivants 

i 
..,..-- H0 ( Xl .tOxl (kl) 

t - - - - - - < _ _  o 
[3 H0lXl,p*petOxl(kl)  J' ~ H0Ix1 ,P*tOz,llkl) = H0(Ipn,~'lpnldeg(X0l-m-2§ 

~ ipm.1 __H0(Z l ,P.  tOXl(k)) c .- H0(ZI,~Zl{k} ) = H0( ,~Em.l(deg(XOl_m_2,,k)} 



Degr6 d'hypersurfaces 81 

off par d6finition fi est I'identit6 et ~.=i"p*. Donc lm(/)=lm(~) est contenu 
dans 

p*(n~ O)z,(k))) = 0. p'*(n~ '' + 1, Ci,,,, + ~(deg (X o)_ m -  2 + k))), 

lui-mEme contenu dans Im(0). 

3. D~monstration du th6or6me I 

(3.1) 

Nous consid6rons la situation du Par. i. Soient X ~ quasi-projective lisse, de 
dimension m, Z sa compl6t6e projective dans IP n, o {Xj }j = 1 ...... des sous-vari6t6s 
r6duites et irr6ductibles de X ~ de dimensions nj, Zj leurs compl6t6es projectives 
dans Z. 

Soit maintenant X' la normalisation de X. Depuis Hironaka (voir [4, V, 3.8.1"1, 
pour les r6sultats et r6f6rences correspondantes) on sait qu'il existe une vari6te 
projective lisse X, et un morphisme birationnel X ~ X '  obtenu par une suite finie 
d'6clatements/l centres lisses situ6s au dessus du lieu singulier de X'. En particulier, 
on peut concevoir l'ensemble des points lisses de X' comme ouvert U de X. 
Dor6navant, on entendra par d6singularisation de Z un tel morphisme birationnel 
~t :X--,,Z que l'on fixe une fois pour routes. Appelons Xj  la transform6e stricte 

o de Z j, qui contient bien stir Xj.  

(3.2) 

Nous construisons une d6singularisation du diviseur V(s) associ6 ~t la section s du 
th6or~me I. Afin de simplifier la suite, nous la donnons ~explicitement~>. 

Ordonnons les dimensions nj des Xj  en m 1 < . . .  <mt. Consid6rons la sous- 

varibt6 deX de dimension m 1 : ~) Xj. Par une suite d'6clatements h centres lisses 
,~=m, 

situ6s au dessus du lieu singulier de U X j, on d6singularise ce sch6ma r6duit. En 
nj=,,~ 

fait, ces 6clatements sont la restriction d'6clatements de m~me centre, mais 
consid6r6s dans X [4, II, 7.15], de sorte que la vari6t6 de plongement reste lisse. On 
a donc un 6clat6 de X dans lequel les transform6s stricts des Xj sont lisses et deux ~t 
deux disjoints, pour nj =ml. Eclatons-les simultan6ment, ce qui revient h 6clater 
leur r6union. Appelons 01 : I:1 ~ X  le morphisme birationnel ainsi contruit et F) le 
diviseur image inverse de Xj pour nj = m 1. Comme 01 est compos6 d'6clatements/t 
centres de dimension inf6rieure ou 6gale/L ml, l'image inverse stricte de Xi, que 
l'on note encore X i, pour nj > m 2, est birationnelle/l X~. 

Prenons U Xj  dans 1:1 et faisons la m~me construction. On otient ainsi un 
,j=m~ 

morphisme birationnel de Y2 vers I:1, et donc un morphisme birationnel 
02 : Y2 ~ X .  

On note F~ le diviseur image inverse stricte de Xj dans Y2 pour nj=m 2. On 
continue jusqu'/t la dimension m t et on note F~ les diviseurs lisses au-dessus de 
la transform6e stricte de Xj dans Y, pour n~= m r et comme suit les morphismes 
birationnels obtenus: 
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Yt 
91 

~ 'X 

Yr 

Cela pos6, on consid6re enfin 9f~tV(s)k dont on fait une d6singularisation 
plong6e. Pour cela, on construit une vari6t6 projective et lisse Y par une suite 
d'6clatements de Y~ de sorte que le transform6 total de ~o F ~V~s)~ soit un diviseur 
croisements normaux. On note Fjles transform6s stricts des F~ et comme suit les 
morphismes associ6s : 

,9 rr 
Y = X =" Z f ~ II ~ 

9~ 

Yr 

* 1 Posons, comme dans (2.4), O=(1)=~p.(1)Iz, ~x(1)==*Oz(1), ~ , = ~ O x (  ) et 
Sa=Q*d~x(1). La section s 6tant dans H~ la section O*n*s est dans 
H~ a) et son diviseur associ6 est un diviseur B h croisements normaux, 
transform6 total de V(s). Comme en (2.1), nous 6crivons s 
Notons que, par hypoth6se du th6or+me I, Q*n*s est dans 
H~ Sea,| pour tous r et j tels que n~=m r. En particulier, 
~vj .E  i contient ~tj.Fj. 

Lemme (3.3). Pour tous 1 < r <-l et k >0, on a les inclusions 

a) ar,(cor|174174174 ~ [tj. i. d- ~]. F~) |  

b) 0,(o~r |174176 | 1 7 4  ( -  ~ [tj. i. d-  ' ] .  F~)| 

-OtOx| x(i + k). 

Preuve. Puisque ~vj.Ej. contient ~ t j . F j ,  on a l'inclusion 

wr |174 a*(cor, |174 Cgr.(-- ~ [tj '  i" d- ' ]"  F~) |174162 

off E est un diviseur effectif contenu dans le lieu exceptionnel du morphisme 
birationnel a,. Donc a,,(gr(E)= Orr et on applique la formule de projection pour 
obtenir a). Les insclusions b) sont alors triviales. 

Rappelons-nous ici que (2.4) permet d'identifier des sections de COx| + k), 
par l'interm6diaire de leurs restrictions ~t l'ouvert U, ~t des fonctions polyn6miales 
sur IP", restreintes ~t X ~ On ramSne dans ce qui suit le thSor6me I ~ l'existence de 
sections de o~r|174 pour un k convenable. 

Lemme (3.4). Supposons que Cl(~(~)m-l'Cl(.~(i))>O (olg bien que Cl(~(i))~>0 si 
m= 1). Alors on a H~ tor|174 

Preuve. Si m = dim(IT)> 2, choisissons une section hyperplane H de ~" en position 
g6n6rale. Appelons Y' l'image inverse dans Y de H. On a ~o r, =~Or|174 
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De la suite exacte 

O_~or |  eu) |  1 ~ O r  | | ~O~r, | La,) |  La.,- 1 ~ 0  

et de (2.3.1), on est ramen6 /~ prouver  l 'existence d 'une section non  nulle de 

Posons  Z'  = Z n H  C H ~- IP"- 1, et appelons X'  son image inverse dans X. Alors, 
X'  et Y' sont lisses, Y' rencontre  t ransversalement 5~v. �9 E., le diviseur S 'v. .  Ejlr, est 

croisements normaux,  de sorte que ce diviseur, &par' et cpu> r' sont des donn6es 
de type (2.2). 

Ainsi, en proc6dant  par  r6currence sur la dimension de Y, il faut prouver  
l 'existence d 'une section du faisceau coc|174 oh C est la normalisat ion d 'une 
intersection g6n6rique de Z avec IP " - " +  ~. 

Dans  le cas m = 1, C est simplement Y. On a 

degc (~-c,e ~i)) = ~ (v  i �9 i -d -  1 _ Iv j- i. d -  1]). degc(Ej ) => 0. 

L 'hypoth6se signifie que degc(L~a"))>0. Donc  on a degc(Z, at i )NLa)>2.  Cela 
garanti t  l 'existence d 'une section non nulle de O 9 c | 1 7 6 1 7 4  ind6pendamment  
du genre de C. 

Remarque (3.5). On a montr6  en fait que, sans hypoth6ses, on a toujours  
Ho(y, cot | 1 7 4  + 1) 4= 0. 

(3.6) Fin de la ddmonstration du thdordme I 

Sous l 'hypoth6se de (3.4), on a construit  une section non nulle de COr|174 
doric (3.3, b), une section de COxN(gx(i + m). Par  restriction ~t l 'ouvert  U, on obtient  
une section de c%@(gv(i+m ). L'inclusion j de (2.4) d6crit cette section comme 
provenant  d 'une section s <~) de (9~,(deg(X ~ - 2 + i). Par  ailleurs, au-dessus du point  
g6n6rique de chacun des X~, avec n i = m,, on a mr, = O*COx| 1). F~), car 
le morphisme Q~ : Y~--,X est le premier 6clatement du point  g6n6rique de Xj (cf. [4, 
II, Ex. 8.5]. La section s u) construite s 'annule donc  (3.3,a) /~ l 'ordre 
Its. i. d -  ~] - ( m -  n j -  1) le long de X ~ Pour  qu'elle s 'annule/ t  l 'ordre t) > 1 le long 

o de X j ,  j = 1 . . . . .  v, il suffit que 

[ t i . i . d - 1 ] - ( m - n  J -  1)_->t) 

soit 

off pour  tout  r6el 
l 'hypoth6se de (3.4). 

i > { ( t j + m - n j -  1) .d . t j  -1} 

b on pose {b} = - [ - b ] .  Ceci prouve le th6or~me I sous 

En fait, on peut  toujours  supposer que celle-ci est v6rifi6e [de m6me d'ailleurs 
que celle de (2.3.2)]: Remplaqons seH~ par  s~.s ' tel que 
s'~H~ ", (9~,(1)) soit une section en position g6n6rale. Alors d est t ransform6 en 
r/. d + i, tj en q. tj. 

Pour  t /suff isamment  grand, on a 

[ ( 6 + m -  n j -  1).d.t; 1 ]+  1 = [ ( t ) + m - n j -  1) .O/ .d+ l)-(t/,  tj) -1 ]  + 1. 
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s 1 admet  une d6composi t ion  L~ ~ 1 = (gr( D + ~vr.Ej),  off la part ie r6duite D 
est le diviseur associ6 h Q*s', ce qui donne (3.4) et donc  le th6or6me I. [De  plus, on a 
X(6y(D))=m.] 

4. Amelioration du th~or~me I dans le cas o6 X ~  IP n 
et S est un ensemble de points 

Remarque (4.1). Si X ~  ", alors la proposi t ion  (2.4) est inutile et la 
d6mons t ra t ion  du th6or6me I e s t  sensiblement simplifi6e. En particulier,  si de plus 
S est un ensemble de points, le th6or6me I redonne le th6or6me de Bombier i -  
Skoda-Waldschmidt .  Pour  d6montrer  le th6or+me II, i! nous faut donc  gagner  une 
unit~ par  r appor t  au th6or~me I. 

Soit /3 c o m m e  dans (1.2), c 'est-~-dire que [3 est inf6rieur ou 6gal 5. la 
codimension des mauvaises  singularit6s de V(s) et v6rifie 2 < f l  < n. On va essayer 
de construire,  en coupan t  c o m m e  dans  (3.4) par  des sections hyperplanes,  des 
sections non nulles de m r | 1 7 4  ~ 1. Afin de pouvoi r  appl iquer  (2.3.2), on 
utilise le subterfuge d6j~t ment ionn6 en (3.6). 

(4.2) 

Posons  n ' = t ' + n - 1  et i = [ n ' . d . t - a ] +  1. On a i>n ' . d . t  -1, et donc i . t - n ' . d > O .  
I1 existe un entier q suff isamment  grand,  et un entier r > O  tels que 

n' . ( t l .d+r ) 
i -  < r/. d + r. [Prendre  par  exemple t /=  k. n' pour  un entier k >= 2 et 

t/-t  
r = ( i . t - n ' . d ) . k . ]  

Posons  8 = t l . d + r  et Z=tl.t .  Choisissons r sections s I . . . . .  s r de (gr,,(1) en 
posit ion g6n6rale. En particulier,  les diviseurs associ6s aux s jne  rencontrent  pas les 
points  de S. Posons  a =  s".sl . . . . . s  r Alors ~r est une section de C~,,(8) qui passe par  
les points  de S avec la multiplicit6 au moins  z et dont  la part ie rdduite n'est pas 
triviale. 

On  fait la construct ion (3.2) de Y pour  cette section a, ou pour  l 'ancienne 
section s, ce qui est la m~me chose. Ici, on n 'a  qu 'un  seul I11 pour  m I =0 ,  et Y est 
s implement  la d6singularisation de p*V(a). La part ie r6duite de V(Q*a) est le 
diviseur associ6 h Q*(s l . . . . . s , )  et donc  de dimension de Koda i ra  n. Posons  
V(a) = ~mj .Dj ,  oil les D r sont irr6ductibles et r6duits, de degr6s dj. En particulier 
8 = Y'mj.dj. De plus V(cr) n 'a  de mauvaises  singularit6s qu 'en codimension/3.  

L e m m e  (4.3). Si q = n ' . 8 . z - l - ~ [ m j . n ' . z - 1 ] . d j > f l ,  alors C~, , (n ' .8 .r - l - f l )  a 
une section non nulle qui s'annule en tout pj de S gt l' ordre t'. 

(Rappelons  que par  construct ion i =  n' .  8. z -1 ,  et donc  que q est entier.) 

Preuve. Coupons  V(tr) avec un IP p-1 g6n6rique. On obtient,  d 'apr6s l 'hypoth6se 
faite sur fl, un diviseur D ' =  ~mr.D'  r, de IP a -  1, localement  ~t croisements normaux,  
de degr6 8 et de composan tes  D~ de degr6s dj. Appelons  YP- 1 l ' image inverse par  
0 : Y~IP" de ce IP B- 1. On a [5, 2.3] 

O.(r a- ~ (~)~cp(i)) =r t~- L ~) ~i'r - ~(i)@ (~lP ~ - ~( -- 2 [mr" i. 8- 1] "D'j) 

=CFr fl + n ' .8 . z  - 1 -  ~ [ mj . (n ' . J . z -1 ) . 6  -1].dr). 
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Ce faisceau a done une section non  nulle. De la suite exacte 

O--.~(Dyl~(~(i)---~.(Dr,n~.~(i)(~---+O)ys_ 1 (~) ,~ ( i )  ----~ 0 

oh Y~ est l ' intersection de Y avec l 'image inverse par 0 d 'un F p g6n6rique, et du 
th6or6me d 'annulat ion (2.3.2), on tire l 'existence d'une section non nulle de 
ogye |176174 Puis en appl iquant  (2.3.1) h la suite exacte 

O...~09y~| | ~ m -  # _..~ O)y,,~| | ~ m  - IJ + 1 "+ 09y,, -1 | ~ ( i )  | - [3-'-~0 

off Y" est l ' image inverse d 'un IP" en posit ion g6n6rique, m>fl, on trouve par  
r6currence une section non nulle dans 

H~ ~Oy | 5e ~) | ~ " -  ~ + ~) ~ H ~  ", ~oF, | (P~,(i + n -  fl + 1)), 

dont  nous savons comme en (3.6) qu'elle s 'annule h l 'ordre 
- ( n - 1 ) + [ z . i . 6 - l ] = - n +  l + n ' = t '  en tout  pj de S. 

Afin de finir la d6monstra t ion du th6or6me II, il nous reste ~ traiter le cas oia 
l 'on ne peut plus appliquer les th6or6mes d 'annulation.  On raisonne alors 
directement et combinatoi rement  sur le diviseur V(a). 

Lemme (4.4). Si q = n'. 6. z-  1 _ ~ [ms. n'. z-  1] .d s < f l_  1, alors Cr,,(n'. ~. z-  1 _ fl) 
a une section non nulle qui s'annule en tout PJ de S d l'ordre t'. 

Preuve. Puisque il existe au moins un j pour  lequel m s = l ,  on a pour  ce 
j : [mj. n'- z -  1] = [i.  6 -1 ]  = 0, et done 1 < q. Appleons r~ la multiplicit6 du point Pk 

sur la composante  Di. Alors, pour  tout  Pk de S, on a z< ~ r~.mj. 
J 

Done  

.'<= yr~ .m~. . ' .~  -~ 
J 

et 

n'--q< ~(r~.mj .n ' . z  - 1 - n ' . m j . d j . z  -1 +[mj .n ' . z -1] .d j ) .  
J 

Posons ~j=z .(n' .mj . z -  1 _ In' .mj . z -  x]), 0 ~ j  < z. 
On obtient  

n ' - q <  Zr~ .Cn ' .ms . z -a] -  Z ( d j - ~ ) . ~ j . z  -1 .  
J J 

Par  d6finition on a r~ < d  j, et par construct ion (4.2), il existe un Jo pour  lequel 
m j o = l  et Dso ne contient  aucun point  de S. Done  on a 4 o = 0  et ~jo>0, et done 
(c/s ~  r~o). % .  ~- 1 > 0. 

Ainsi on a l'in6galit6 stricte n ' -  q < ~ r~. [ n ' . m j . z -  1]. Reformulons cette 
J 

in6galit6 

t ' + f l - q < t ' + n - q = n ' - q + l <  ~ . [ n ' . m s . z - 1 ] <  ~ [ n ' . m j . z - l ] . d s .  (1) 
J J 

Posons s ' =  I-I st:" ''mj'~- q oh s s d6finit le diviseur Dj. L'inbgalit6 (1) 6tant vraie pour  
J 

tout  k, s' s 'annule /t l 'ordre au moins t ' + f l - q  en chaque point  Pk de S. 
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Diff6rentions f l - q  fois s' dans des directions g6n6riques de telle sorte que les 
d6riv6es ne deviennent pas identiquement nulles. On obtient ainsi une section s I 
qui s'annule aux points Pi ~t l'ordre t' et qui est de degr6 

~,[n'.mj.z-1].dj-(fl-q)=i-fl. 
J 

Remarque (4.5). Le cas (4.4) est en fait le moins int6ressant, puisque le degr6 du 
diviseur V(a) est tr6s grand par rapport ~ ce qui serait n6cessaire en exigeant la 
multiplicit6 t en les points de S. L'in6galit6 (1) dit en fait qu'on aurait pu 
diff6rentier n -  q fois au lieu de f l -  q fois. On aurait dans ce cas obtenu l'estimation 
de Chudnovsky (,) de l'introduction. 

Remerciement. Michel Demazure nous a demand6 si les m6thodes d6velopp6es dans [2] pouvaient ~tre 
appliqu6es ~ la r6solution de ce genre de question. Qu'il en soit ici chaleureusement remerci6. 
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