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{
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x = 0.
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+ sk
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sinc(x)dx
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I(−1) �²���±H)�1�¦Ì#�#�����
�����¶���Ó	$�#�1�������

I(−1) =

[

1

2

]

+ S,



������������	���
��
	�����������
����
�
I
(−1) ��������������	�
������ � �

Ø?�����
�
S
�'��	����=���!/�/'��Ø?����0V��I���Ø�ÖF�CEA�
�S��	������jÉs�A����/'�'	$ÊÈ�Ë�2	$���ÍÌS���s�����S���#�������

n
á

S =












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




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Mð*):ñ,+.-0/[ñ & : 6 < 6  8 � x = (x1, x2, . . . xn)
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∣

∣
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∣
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∣

∣
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Im(λ) = x∗Mx
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∣

∣
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v = [v0, v1, ..., vn]t
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A
()	������¶	����

���!�
�������q�!�����'��0¶ñ 6#" ñ 8%$ ï2î�� 8 ï : 6  �î·���
V (z) = v0 + v1z + ... + vnzn.

>c��"�����	����!�
f(x)

���?�$�����Ò	$�SH)�V� " ñ 8 ñ &  <Fï & ���!���W�Ë�2	$���ÍÌ
M = [mij]

���
�����S���#�������

n
(4�'�

mij = ci−j

(������?��/�/
1 ≤ i, j ≤ n

(�Ø?�����
�

ck =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx, k = 0, 1, ..., n − 1.

êF�l	��������!/'/���Ø?���#0�/'���S�Ë�&(2Ø�� ���
��D!� 	��4��	
S
�'�y	���� És�&����/��Ï	$Ê¼�
��	$�
�ÏÌ10!�������£Ö

��	$���®H:El	$�#�-���!�S��/��¦Ìl��"#����	����!�
i/x

½�êF�®Ø?�4�2	����!/�/'��Ø?��(�	����-���:	���0!����/#�
��0!�µ�#�\Ö
����	�����	����j����"��B�:E��Ù���'�����'�4��/��¹��/�"#�����#�G����	¹	$���=J·��H)����0!"#�=���:	$��0!�$��/�Ø?�#���B�
�4���?Hq�����±"��
���±H�EÒ��	$�����È��"#	$�������-���Ò������/��'��0µØ?�'	��Ò0!�������$��	��!����½

� $������ C�2���2 i

x

6 ð  " ñ 8 ñ &  <Fï & ï > 5 3
2 & ï�ï >43�ß»�jØ����:	

f(x) =
i

x

	��S����	$�'�
�}Eqá

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−irxdx =

∫ r

0

sin(πx)

πx
dx, r = 0, 1, ..., n − 1.

+È��Ø´Ø �V��/������ 	$�4�2	

â�è&½Ï6wã i

2π

∫ π

−π

cos(rx) − i sin(rx)

x
dx =

∫ r

0

sin(πx)

πx
dx.

3����
�
	�����	������V	��4��	È�'�
r = 0

(q	������@	$���[/����}	��4�����¶���'���V����â�èA½'6wã-��� i
2π

∫ π

−π
dx
x

(
Ø?�����B�»���1��Ô�"4��/¹	��@Ê������#½G>����Ð�'�

r 6= 0
(·	$����� cos(rx)

x

���V�&���f½Ó%&�±	$���S/��\�}	
�4�����Ò�
�����1����â�è&½Ï6wã �'�-����Ø

â�è&½©è!ã i

2π

∫ π

−π

−i
sin(rx)

x
dx,

Ø?�����B�S���¹���W�!�
���������
E®�'�:	$��0��$��/��
�������-	$�������:	$��0!�$�����W���¼���!�:	�����"��!"���½�êF�W�°����	�(
	$���1�'��	���0!�������Ò���-�\D!���L½�É-��"���(yâ�è&½©è!ã Hq�������
���

â�è&½¥<:ã 1

π

∫ π

0

sin(rx)

x
dx

+È��Ø �
"�H��C	$�'	�"#	$�
x = π

r
y
���»â�è&½¥<:ã¦(#	$�W0!�\	

∫ r

0

sin(πy)

πy
dy,

Ø?�����B�±���
�wD����?	$���1/'���S�Ë�#½
�
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�
I
(−1) ��������������	�
������ � �

És�»�C	$"��#EÐ	$���Ò���\	$���
�
�'�4���:	W���#� ����0!���æ�#���!�q���C	$�����®���
S
(¼�Ï	®��"#ÕS�����
	��

�
	�"��#EN	����Ñ�Ë��	����ÍÌ
T ≡ −iS

�����C	$�����L½
T
���Ó0!����������	$���´H:E

1/x
½ êë	±���

"È�����S�'	$�����@�����Ñ�4����	����®���&D�����	$��0!�®���¼Hq���'��0Ó0!����������	$���hH�E¶�G������/ÏÖ�D���/�"����
��"����\	$�����L½�É-���������°���\	$� ����������/'�#��"�/q���W	$�������!/�/'��Ø?����0j	$�#���!�
���±(A	��������
�&���K���
Ø?�����B�±���-�S�A����/'���Ò��/'�!��0µ	$�#�V/'�������-���yÉ-�����!�
��� è&½Ï61��� ÛÏ6�9wÞ�½
Y�� $'/��.$�� C�2��+2�� >

µ
6 ð  $ ? & ñ 6 :  " 698  & �®ñ 6#" ñ 8
	  �î ?�ñ=ï >

I(−1) � <9=4ñ 8 |µ| >
1
π

3
2 & ï�ï >43ÙJK��	

(µ, u)
Hq�µ��������0������4���������

I (−1) ()Ø?������� µ = ib, b
����������/�()�����

Ø?�'	����!"#	�/��!�
�����q0!���#���$��/��'	FE�(:���
��"��S��	$�4�2	
b
�'�����!���#��0:��	��'D���½�êë	Ù����/�/���Ø?�s�����!�

	$���1�'�����:	$�Ï	FEGê (−1)x = ibx
	$�4��	

x∗

[

1

2

]

x + x∗Sx = ib ‖x‖2 .

%&���#���Ò	$���±���'0!�:	
������� �
�����@�����
x∗Sx

�����±��"��
��/ÏEç���
��0!�������
E�(¹�Ï	W���!/�/'�wØ?�
	$�4�2	

0 = x∗

[

1
2

]

x = 1
2

∣

∣

∣

∑n

j=1 xj

∣

∣

∣

2

.
É-��������������� [

1
2

]

x = 0,
���
�!� Ø?���'�B�»�Ï	

���!/�/'��Ø?�=	$�4��	
(η, x)

�'�V��/��
�����»���'0!�����������j���
S
�����

(0, x)
���V���Ð����0!�����4���'�

���
[1
2
]
½cÉ-�����Ë�
�������Ë	��4��	

(b, x)
���Ó��� ����0������4�����S���

T.
+È��Ø �'�

U(z)
���

	$���V���'0!���#�)�!/ÏEA���!�S�5��/K�������A������	$���@Ø?�Ï	$�@	����l����0!���:D!���\	$�!�
u
(�	��������'	����!/�/'�wØ?�

	$�4�2	h6h���Ë�ÚÊ����
�ç���
U(z).

3����
	$�#�¶�°����	G	��4��	
(0, u)

���Ó��� ����0!�����4���'�Ë���
[1
2
]
���S��/��'���?	$�4��	j	����®��"#�a���¹	$���®���&�!�
��������	$���=���

u
�'�jÊ����
��(LØ?���'�B�u�S�²�����

	$�4�2	l	$�#�Ó��"�� ���-	$���Ó���&�\ÕS�������:	$�®���
U(z)

���lÊ����
��½»É-��"���(ÙØ �Ó����� Ø?���'	��
U(z) = (z − 1)Û(z),

���!�W���!�S�@�q�!/ÏE&�#�!�
����/
Û(z).

+È��Ø /��\	
V (z)

Hq�¶�
�)��/'EA���!�S�5��/¹�������������q�!�����'��0Ñ	$�u�ÑD����\	$�!�

v
���#�æØ?���'�B� �4���®Ö$6±���S�uÊ����
��½

É-�����
V (z)

�²���±Hq�1�°����	$�������±���
V (z) = (z + 1)V̂ (z)

½¼É-��"���(
U(z)V (z) =

(z−1)(z + 1)Û(z)V̂ (z)
½y+È��Ø»����	������y	$�4��	·�Ï�

z = eiθ
(w	������

(z−1)(z + 1) =
2i sin(θ)

½�%&�������
f(θ) = 1/θ

���?�W0!����������	$�!�-���
T
(4�'	 ���!/�/'�wØ?��	$�4��	

2i

2π

∫ π

−π

sin(θ)

θ
Û(eiθ)V̂ (eiθ)dθ = 〈Tu, v〉 = 〈λu, v〉

=
2iλ

2π

∫ π

−π

sin(θ)Û(eiθ)V̂ (eiθ)dθ.

É-��"���(
∫ π

−π

(

sin(θ)

θ
− λ sin(θ)

)

Û(eiθ)V̂ (eiθ)dθ = 0.

Ç H������
D!�G	��4��	
V̂ (z)

�²���çHq�G�B���!�
��� 	$�hHq�Ó���:EÚ�q�!/ÏE&�#�!�
����/Ù��������0!�����Ò��	
�
���
	

n − 1.
����I��1	$�#�V�B�#�!�����

V̂ (z) = Û(z)
	��W�!H#	B�����

∫ π

−π

(

sin(θ)

θ
− b sin(θ)

)

|Û(eiθ)|2dθ = 0.
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�
I
(−1) ��������������	�
������ � �

%&���#���
u
���y���l����0!����D���/'"���(2	$�����)��/'EA���!�S�5��/

Û(z)
���s���!��Ê������#½�êë	�����/�/���Ø?�K	$����	

	$���È���:	$��0!�$�����G��Hq��D!�È��� �q�!�
�'	$�ÏD!���!�
	��������)���G���:	$���
D���/
(−π, 0).

�@�!�
����D!����(
	$���¹�°����	��!�

sin(θ)|Û(eiθ)|2
�'����/������)�!�
�'	��'D!�¹�!�l	������'��	����CD���/

(0, π).
êë	����!/�/'��Ø?�

	$�4�2	 1
θ
−b < 0

���!�·���!�S�
θ
�'�V	������'�:	$���CD���/

(0, π).
É-���'�y�'�
�#/������f	$����	

b > 1/π�����Ò�����
��/'��	�����	$�#�V�#���A���£½
�

êë	Ù���!/'/���Ø?�y���
�!� É-�#���!�
��� è&½¬8=	$����	¼Ê������1�����¦Ì&��/�"#�����S���¼�=�q�!���
��H�/'�����'0!���AÖ
D���/�"��j���

I(−1).
g /��./���� � ��� C�2���2	� ï &  �î}îKò 6 :Ëñ 8 ð 6 ï 8 ð

n
<9=4ñ :  < &�6�


I(−1)
6 ð 8 ï 8 ð 698�" ?&î# & 3

<#½
�lÆ ���ÙÂ�¿����&Æ��	���fÆ��AÆ5À�� Â �
Sn

É-���h���
���������4��/È	$�#���!�
��� ���V	������
������	$�'�!� ���Ó��� ���4��/'�!0!"��±	$� É-�����!�����
è&½©è����µÛÍ6�9wÞ�½ És�������B���¬�S	������!�
��� ���µD���/��'�Ú�!��/ÏEÐ���!�l���²��/ÏÖëD���/'"����çJK��H)����0!"��¦Ö
���:	$��0!�$��H�/�����"#����	����!���Ó���.â

−π
(
π
ã\(�Ø?���'�B� �����h����	Ò���!���C	B���:	±�!�´�ç�
��	±���

�
������"#���
2π
(s�
�@�Ï	j�²��������	VHq�
������/��'���¶	��

f(x) = 1/x
�����»�#��������(·	$�Ó	$���

�Ë�2	$���ÍÌu0!���#���$�2	$���çH:E
−if(x)

½»êF� 	����Ë���!/'/���Ø?����0Ò	$�#���!�
���±(¼Ø��Ó������/�/¹"����
	$���j�#��	B��	����!�

Sn

�����C	$�����Ò���
S
	$�W���
���������'Ê��=	$�#�j�����S�����
���!�hâ�Ø?���'�B�@�'�

n
ã¦(

�����Ò"��
�
Tn

	$�S����������������	
−iSn.

Y�� $'/��.$�� ��24032 1 =4ñhñ 6#" ñ 8
	  �î ?4ñBð�ï > −iSn = Tn(tr−s)
n
r,s=1

 & ñÓð 6 : $ î�ñ �+)=4ñ & ñ
â¢<#½Ï6wã

tk =
1

2π

∫ π

−π

1

θ
e−ikθdθ, k = 0, 1, ..., n − 1.

2 & ï�ï >43ÙJK��	
f(x) = 1/x

½=3��'���
	�()�#��	$�V	$�4��	
f(x)

���È�Ë0!����������	$�������
Tn.

ß»�
Ø?��/'/A�
����Ø 	��4��	Ù�Ï�

λr

���Ù���®����0!���:D���/�"������
Tn

�����µ"�/Ï	$���#/������'	FEj0����²�2	$���y	$�4���®���
��Ô�"4��/4	��µè&(:	������

f(x)−λr

�µ"��C	 �B�4����0!������0��Ë��	�/������
	
3
	$�'�
���¼���

(−π, π)
½

� /�������/ÏE 1

x
− λr

���A���¹����	��B�4����0!�����'0!�S�
�!�
�-	$�4���
�!�����È�'�
(−π, π)

���!�¹���:E
�B���!�'���j���

λr.
É-�����-Ø?�'/�/f�'�
�#/'ES	$�4��	���/�/f����0!���:D���/�"��������

Tn

���
�V�
���S��/���½
+È��	$��	$����	¹��/�/A���q	$��������/�/���Ø?�'��0��'��	���0!����/�������� Î����'	���(:Hq���²��"����-	$�#������"��B�:E

�����'�����'�4��/s�4���C	=�������:E¶�'�:	$��0��$��/·Ø?���!�
�S�'�:	$��0��$���������j�G���
�&�#"���	j��� �G�q�!/ÏE�Ö
���!�S�5��/)�����

1/θ
����Î4���Ï	$��½

+È��Øc���!�È�²���B�hD!����	��!�
v = [v1, v2, ..., vn]

t
���

Cn
(K�����
�&���5��	��[	����µ�q�!/'EA����Ö

�
����/

V (z) = [1, z, z2, ..., zn−1]v =

n
∑

j=1

vjz
j−1.

êë�
u
�����

v
�����1���

Cn
(�	������Ò	$���1�C	B�����������±�����#���-���
�&��"#��	��!�

Cn
����	$�'�
Î4���

â¢<#½©è!ã
〈u, v〉 =

1

2π

∫ π

−π

U(z)V (z)dθ,

Ø?�����
�
z = eiθ

½



������������	���
��
	�����������
����
�
I
(−1) ��������������	�
������ � �

>�/'���®������� â¢<&½'6wã¦(�Ø �1�!H&	B���'�Ò	��4��	

â¢<#½¥<:ã
〈Tnu, v〉 =

1

2π

∫ π

−π

1

θ
U(z)V (z)dθ.

+È��Ø /��\	
λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn

H)�=	����=���'0!���:D���/'"��������K	$����"����
�
�Ï	$�5���Ë�
��	$�
�ÏÌ
Tn

(�Ø?�'	�� ���!�
�������q�!�����'��0Ú���'0!���:D�����	��!���
x1, x2, ..., xn

(È����� ���!�
�������q�!�����'��0
���'0!�����q�!/ÏE&�#�!�
����/��

Xi(z) = [1, z, ..., zn−1]xi, 1 ≤ i ≤ n.
34���!�aâ¢<#½©è!ã�Ø��V����D��

â¢<#½¬8�ã 1

2π

∫ π

−π

Xi(z)Xj(z)dθ = δij, 1 ≤ i, j ≤ n.

34���!�7<#½©<µØ��V��/��
�S����D��
â¢<#½©P!ã 1

2π

∫ π

−π

1

θ
Xi(z)Xj(z)dθ = δijλi, 1 ≤ i, j ≤ n,

Ø?�����
�
δij

���=	$�#���1�
�!�����BI����1����/'	$�#½lÉ-��"���(y�Ï�
λr

�'�1���h���'0!���:D���/�"#�®���¹�µ"�/ÏÖ
	$�'��/��'���'	FEÒ������(L	������ÑØ �W��/5���'� 	��4��	

f(θ) − λr

�µ"��C	1�B�4����0!�W�
��0!�Ñ��	1�
�!�S�
�)�����:	²½yÉ-�����¼�q�!���:	¹�µ"��C	�Hq�

1/λr

â°�'�
λr 6= 0

ã��!�
0
â°�'�

λr = 0
ã\½Ù+���	$�'���-	$����	

�µ"�/Ï	$���#/'EA����0Gâ¢<#½¬8�ã H:E
λr

(����#�Ò	$��I�����0
i = j = r

(#EA����/����

â¢<#½¥;:ã 1

2π

∫ π

−π

λr|Xr(z)|2dθ = λr.

>����±H:EG	B��IA�'��0
i = j = r

���uâ°<#½©P!ã\(#Ø��V0!��	

â¢<#½©Ý!ã 1

2π

∫ π

−π

1

θ
|Xr(z)|2dθ = λr.

+È��Ø �
"�H#	��$���\	µâ°<#½¥;:ã������!�aâ¢<#½©Ý!ã�	��S��H#	B���'�Ó	$�4��	

1

2π

∫ π

−π

(

1

θ
− λr

)

|Xr(z)|2dθ = 0.

+È��Øi�Ï�
f(θ) − λr

�'�-�������!���C	B���:	È����0��@�'�
(−π, π)

(4���²E@�Ï	?���?�q�!���Ï	$�'D���(�	������
	$���1�'��	���0!����/

∫ π

−π

(

1

θ
− λr

)

|Xr(z)|2dθ

������"�/��VH)�¹�q�!���Ï	$�'D���½·É-���'�y�'�s�'�
�q�!�
����H#/���(²Ø?�#���B�l�#����D!�����!"��s���
�����
	$�'�!�µ��H)�!"&	
	$���1�
��0!�Ò�B�4���#0!�1���

f(θ) − λr.+È�¦ÌA	j��"��#�)�!�
�l	$����	
m ≥ 2.

É-�#�µ�\Ì&���
�����
���!�
(1 − θλr)/θ

�B�4����0!���=���'0!�
�!��/ÏE ��	

θ1

�����
θ2

(�Ø?�����
�
θ1 = 0

�����
θ2 = λr.

ßÐ�hØ?�'/�/=�
����Øa	$�4�2	
	$���'��������"#�
�#	����!�Úâ�	��4��	

m ≥ 2
ã-/���������	$�Ó�Ë���!�:	$���������\	$�'�!�L½�+È��	������[	$����	��Ï	

��"#ÕS�����[	��Ò�4������/'�®	$���S�²���
�SØ?�#���
λr ≥ 0,

�����#���W���!��Ê����
�����'0!���:D���/'"����1���
Sn

���
�-���)	����-���!���
ia
(
a 6= 0

(
a ∈ R

(����#�S	�����E®�A����"��Ù���W�4��������½�É-�������\���!����(
�'�
−a

â°�����
"��S�
a > 0

ãÙ���¹���
���'0!���:D���/�"#�����
Tn

���L�l"�/'	�����/'�����Ï	FEl0����²�2	$���Ù	��4���
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�!�V��Ô�"4��/¹	$�Ñè&(y	$�����
a
���µ���Ú���'0!���:D���/�"#�
���?�l"�/'	�����/'�����Ï	FE�0����²�2	$���[	$�4���Ð�!�

��Ô�"4��/L	��
è&½
%&�
�����
"��S�1	��4��	

λr ≥ 0
(4���#�@���\Î4���

â¢<#½¥O:ã
g(θ) =

1

2π
(f(θ) − λr) .

ßÐ�V���
�����
	?	$�4�2	-	$���j��"����\	$�'�!�
h(θ)
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h(θ) =
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h1(θ)h2(θ).
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h1(θ) =
sin(θ/2)
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h2(θ) = (1 − θλr)
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sin(
θ − θ2
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)
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i = r, r+1
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1 ≤ j ≤ n
(�Ø��?�4�²D!��	$����	 ∫ π

−π
g(θ)Xi(z)Xj(z)dθ =
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∫ π

−π

g(θ)Xi(z)Xj(z)dθ =
1

2π

∫ π

−π

f(θ)Xi(z)Xj(z)dθ −
λr

2π

∫ π

−π

Xi(z)Xj(z)dθ

= λiδij − λrδij

= (λi − λr)δij.
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g(θ)|p(z)|2
(

z − e−iθ2

z − 1

)

dθ = 0.
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g1(θ) = g(θ)
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∣

∣

∣

∣

∑1
l=0 clXr+l(z)

z − 1

∣

∣
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∣
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g1(θ)(z − 1)(z − e−iθ2)dθ = 0.

+È��Ø �Ï�
z = eiθ
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(z − 1)(z − e−iθ2) = 4e−i
θ2
2 sin(

θ

2
) sin(

θ − θ2

2
).
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eiθeiφ = ei( θ+φ
2

)(ei( θ−φ
2

) − e−i( θ−φ
2

) = 2ei( θ+φ
2

) sin(θ − φ).
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∫ π

−π

g1(θ)

(

e−i
θ2
2 sin(

θ

2
) sin(

θ − θ2

2
)

)

dθ = 0.
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−π

g1(θ) sin(
θ

2
) sin(

θ − θ2

2
)dθ = 0.
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∫ π

−π

α(z)h(θ)dθ = 0.
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