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K#L3MONGP5QGR3NTSU:WVEXZY3[]\_^5`a^Gbdcfe@bhgdijV3\Z[]k3bdcTXlYmbh[]V�n�boc=\lbhgoipbOq�gd[]bdVpXr^3c=ijs3t]bduDiav3c=bdgoion�bdcZ[]V3w;XlY3bxvzymV3gOXl[]ijV
φ(x)

\={m\=Xlbdu|iav}^5`ac~Xl[�`at9k3[ �Fboc=bdVpXZ[�`athbd�py5`)XZ[]ijV3\!XZY5`)X!go`aV�sGb1cZbdk3y3gdbdk XZi.`�\lbdgdijV3k ijc=k3bdc�[]VpXZbdwjcZia�
k3[ �FbdcZbdV�Xl[�`atpbd��y5`)XZ[]ijV

−uxx+c(x)ux+dφ(x)u−γdφ(x)
∫ t

0
e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ = 0

e
[ XlYEsGijy3Vmk5`ac={
gdijV3k3[ XZ[]ijV3\�0U��b�^3c=i�n�bUXZY3b�bO��[]\ZXZboVmgob�`aVmk y3V3[]�py3bdV3bd\l\�iav}\Zijt]ymXl[]ijVm\�XZi�XZY3b�[]V�n�bdcZ\Zb�^3cZijsmt]bou�`aV3k
k3bOn�bdt]ij^D`�V�y3u�bdc=[]go`atE`at]wjijcZ[ XZY3u�v�ijc�\lijt n�[]V3w�XlYm[]\
^3c=ijs3t]bdu.0��Jiju�^3ymXl`)Xl[]ijV3`atEcZbd\lymt Xl\�vzijc�\liju�b
bO�3`au�^3t]bd\
`ac=b!^mcZbd\lbdV�Xlbdkf0

�F���a�@�@�J�
�;�
�9�J�~�;�
�U�x�.�r���)�� �¡�¢r��£¥¤r¦z�p§©¨#��ªd¡)«x�_¬*�­ª�®�ªo¬_ªo¡���§©£G¯7¢x®G��¡��­®G¦}�r�±°J�p�)�p²f¡��­®G¦@�m³f«x®5¡)��£¥²xªU£G¯;¡��r�.¯~£¥��§

c1(x)ux + at = D1uxx

´ �F�z�mµ

at = γ(φ(x)u− a)
´ �¥� ¶¥µ

¯~£¥�
0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ T

ªo«r¤r·d�� j¡�¡)£ ¡��r��¤h£F«r²9�r®G�)¬*®G²9�*�z²r��¡��­®G¦
 p£F²x�_��¡��z£F²9ª

u(0, t) = µ(t), 0 ≤ t ≤ T
´ �F� ¸¥µ

u(L, t) + βux(L, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T
´ �¥� ¹Tµ

a(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L.
´ �F�]ºFµ

»¼¡��­ª.¢9£fª�ª��z¤r¦�� ¡)£� p£F²xª��­�_�p�
¡��x���_���)�� �¡�¢r��£¥¤r¦z�p§ ´ �F�z�mµl½ ´ �¥� º¥µ ®¥ª
®�£¥²r���_��§���²xªo�z£F²9®G¦E§�®5¡)�r�p§�®5¡)�z �®G¦
§�£_�_��¦@£G¯B®¥�rª�£F�)¢_¡��z£F²*�r¬f²9®G§��z �ª �E¾ �p�)��¡)�r�
¯~«r²x �¡��z£F²

φ(x)
�_�mª� p���z¤h��ªU®�ªo¢x®G¡��­®G¦z¦�¬�¿5®F��¬T�z²rÀ�¢r�)£F¢h�p��¡d¬�£G¯

¡)�r�.®F�rª�£F�)¤r�z²rÀ%§����_�z«r§ � �U�r�
��²T¿F���)ª���¢r�)£F¤x¦���§ ´ »OÁ µ ¡��x®G¡1¨#�
 p£F²xª��­�_�p�1�r�p�)���­ª1®¥ª�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª�Â;À¥��¿¥�p²�¡)�x®5¡

u(x, t)
�­ª�®�ªo£¥¦�«_¡)��£¥²*¡)£ ¡��r�%�_�z�)�� j¡�¢x��£¥¤r¦���§©ÀF�z¿F��²*¤T¬ ´ �F�z�mµ¼½ ´ �¥� º¥µjÃ ®G²9�*�pÄ_®¥ j¡��r®G¡)®

´ �F� Å¥µ
g(x) = u(x, T ), 0 ≤ x ≤ L,

¡)£��_��¡)�p�)§ �z²r�.¡)�r�% �£T��Æ� p����²¥¡U¯~«r²9 j¡��z£F²
φ(x), x ∈ [0, L],

À¥��¿¥�p²���² ´ �F�]¶Fµj�
ÇÈ��ªo�x®F¦�¦B�)���_«x p�%¡)�r���_�z�)�� j¡.¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ �F�z�mµl½ ´ �¥� º¥µ ¡�£�®*¤h£F«r²9�r®G�)¬�¿5®F¦�«r� ¢r�)£F¤r¦z�p§É¯~£¥�
®F²D��²f¡)�pÀF�)£GÊ

�r�±°J�p�)�p²f¡��­®G¦#��³f«x®G¡��z£F² Ã ®F²x�Ë p£F²xª��z�r�p�%¡)�r����²T¿F���)ª���¢r�)£F¤x¦���§Ì¯~£¥�%¡)�r�zª �m³¥«9®5¡��z£F² � ÇÈ��Íx�aªo¡ �_�����z¿F�*¡��r�
¢x��£¥¢9���o¡)���mª�£F¯�ªo£¥¦�«r¡��z£F²xª�¡�£A¡��r�­ª��z²¥¡)�pÀ¥��£FÊ¼�_��°J�p�)�p²f¡��­®G¦1��³f«x®5¡)��£¥²Î¡��9®5¡�®G�)�*²r�����_�m�Î¯~£¥��®F²�®G²9®G¦z¬Tª��­ª�£F¯
¡)�r����²T¿¥�p�aªo�%¢x��£¥¤r¦���§ � �U�r��§�®F��²A���mªo«r¦�¡)ª
£F¯�¡��r�­ª
¢x®G¢h�p��®F����¡��r��£F�)�p§�ª
£G¯!�pÄT�­ªo¡��p²9 ���®F²x�D«x²r�z³f«r��²r��ª)ª
£F¯#ª�£F¦z«_¡��z£F²9ª
¡�£�¡��x� �z²T¿F���)ª���¢x��£¥¤r¦���§ � ÇA��ª��x®G¦z¦�«xª�� ¡��r��§�£F²x£G¡�£¥²r� £F¢h�p�a®5¡�£¥�.§ �p¡��r£_�ÐÏ ¹GÑ ¡�£�¢x��£5¿¥�
�pÄ_�zªo¡���²x ��.£G¯7ªo£¥¦�«r¡��z£F²xª1¡�£ ¡)�r�.��²T¿F���)ª���¢x��£¥¤r¦���§ ��Ò ¡)�r�p���pÄr®G§�¢r¦z��ª#£G¯;¡��r��®G¢x¢r¦��­ p®G¡��z£F²�£G¯
¡)�r�­ª�§���¡��x£T�
¡)£�ª�£F¦z¿F����²T¿¥�p�aªo��¢r��£¥¤r¦z�p§�ª� �®G²A¤9��¯~£F«r²9�Ó�z²D¡)�r��¢x®G¢h�p�aª�Ï ��Ñ¼Ã Ï ¶5Ñ ®F²x�ËÏ ¸3Ñ¼� »O²A¡��r� ¦z®¥ªd¡�ª��� j¡)��£¥²Ó£F¯�¡��r�­ª

ÔoÕjÕmÔ�Ö�×jØ�ÙmÚoÛU×jØ­Ü�Ý�Þ;ßFà3ázâdÚ¼Ý�Ø7ãrä ×�ÞlÞ¼Ü åhÝl×�ØzÜzæjçFè7éaê /BëjëmìGíjëaî_ïjðm0
ñ Ú�ò�ó9æ�ô=õjÞ!×jçGõ!ö3Ù�ô=×�Þ¼Ú�Þdè []V�n�bdcZ\Zb�goipbOq�gd[]bdVpX;^3c=ijs3t]bdu.ì3[]V�Xlbdwjc=ia�Wk3[ �FbdcZbdV�Xl[�`atrbd��y3`)Xl[]ijVfìGu�ijVmiaXlijV3bEu�bOXZY3ipk3\�0

÷



���������	��
��
�����	��������������������
��	�����������	
������������� !
���"$#	�����%��
������������&��'	(��)���*�	� +
¢9®G¢h�p�!¨#���_��¿F��¦�£¥¢�®%²f«x§ �����­ p®F¦r§���¡)�r£_��¯~£F�!ª�£F¦z¿T��²xÀ.¡��r����²T¿F���)ª���¢r�)£F¤r¦z�p§ ®G²x���z¦z¦�«xªo¡��a®5¡)��¡��x�zª1§���¡��x£T�
¨���¡���ª��p¿¥�p�a®G¦J²T«r§��p�)�z �®G¦J��Är®G§�¢r¦z��ª �

¶_�-, ���a�@�	.�/;�h�!021��*3)3�.x�	.r�@�@��465�798;�	4T�@�~�
�
¶r���¥� �;:=<�>?>A@=B�<�:��DC�EGFIHG<�JLK �M<�:=EIN �OJLCQPR:SN)TU>%V ÇA�ÈÍx�aªd¡� �£¥²xªo�­�_���*¡)�r�Èª��z§ ¢x¦��È¤9£¥«r²x�r®F��¬ ¿5®G¦z«r�
¢x��£¥¤r¦���§

Lv = −v′′ + p(x)v′ + q(x)v = H(x), 0 ≤ x ≤ L
´ ¶_�z�mµ

v(0) = 0
´ ¶r� ¶¥µ

v(L) + βvx(L) = 0.
´ ¶r� ¸fµ

ÇÈ��®Fª)ªo«x§ �
¡)�x®5¡
β
®G²x�

q(x)
®G�)��¢h£¥ª��±¡)��¿¥��®G²x�*¡��r�
¯~«r²9 j¡��z£F²9ª

p(x), q(x), H(x)
®F���. �£¥²¥¡)��²T«r£¥«xª � �U�x�

¤h£F«x²x�r®G�)¬�¿5®G¦z«r�.¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ ¶_�z�mµ¼½ ´ ¶r� ¸fµ  �®G²�¤9�.¢r«r¡���²f¡�£�ª��p¦�¯=®F�3·d£¥��²f¡U¯~£F�)§©¤T¬�§�«x¦±¡)��¢r¦z¬T��²xÀ ´ ¶_�z�mµ ¤T¬�®G²
�z²f¡���ÀF�a®5¡��z²rÀ�¯=®F �¡�£F�

e−
∫

x

0
p(ξ)dξ ¡�£�£F¤r¡)®G�z²

´ ¶_� ¹fµ
−(e−

∫
x

0
p(ξ)dξv′)′ + e−

∫
x

0
p(ξ)dξq(x)v(x) = e−

∫
x

0
p(ξ)dξH(x).

�U�x�;W
�����p²!X ªU¯~«r²x �¡��z£F²
G(x, ξ)

¯~£¥� ´ ¶r� ¹TµjÃ ´ ¶_�]¶Fµ ®F²x� ´ ¶_� ¸¥µ �­ª���®¥ªo�z¦z¬�ª��p�p²�¡)£�¤9��²r£¥²_Ê¼²r�pÀf®5¡��z¿F�.£5¿¥�p�U�±¡aª
�r£F§�®G�z² �ZY ���aªo¡�£G¯E®G¦z¦}¨1�.²r£F¡��.¡)�x®5¡��m³¥«9®5¡��z£F²9ª ´ ¶_�z�mµ ®F²x� ´ ¶r� ¹Tµ ¯~£¥��¡��x���r£F§�£FÀ¥�p²r��£F«xªU �®Fª��

H(x) = 0®F�����m³f«r��¿5®F¦���²¥¡ �G[ ��ÄT¡ Ã ¨#�� a�r£T£¥ª���®�ªo£¥¦�«_¡)��£¥²
y(x)

¡)£�¡��x���r£F§�£¥ÀF�p²x�p£F«9ªE�_�±°J�p�)�p²f¡)�z®F¦r��³f«x®G¡��z£F²
Ly = 0ª�«x a��¡��x®G¡

y(0) = 0
®G²9�

y′(0) = 1.
�U�x�p�)�� �®G²Ë¤h��²r£A¢h£¥ª���¡��z¿F�*¦z£_ p®F¦#§�®GÄT�z§�®D�z²Ë¡)�r���z²f¡������z£F� £G¯

¡)�r����²f¡�����¿5®F¦
[0, L],

ª���²x p��®G¡ ª�«x a� ®F²
x0
¨#�*�x®3¿¥�

y′′(x0) = q(x0)y(x0) > 0. \ £¥²xªo�m³f«r�p²f¡�¦z¬ Ã y �­ª¢h£¥ª���¡��z¿F��®G²x���z²x p���m®Fª���²rÀ�£F²�¡)�r����²f¡)�p�)¿3®F¦
(0, L]. ] ªo�z§���¦­®G�.®G�)ÀF«x§ ��²f¡�¬T����¦z�xª
®�ªo£¥¦�«r¡��z£F² z(x) ¡)£*¡)�r��x£F§�£FÀ¥�p²r��£F«xª@�m³f«x®5¡)��£¥²

Ly = 0
ª)®5¡��­ªo¯~¬f�z²rÀ�¡)�r�#���zÀF�f¡;¤h£F«x²x�r®G�)¬. �£F²9�_�±¡)��£¥²xª

z(L) = β
®F²x�

z′(L) = −1¨��x�z a�D�­ª�¢h£¥ª���¡��z¿F��®F²x���_�m ��)��®Fª��z²rÀ�£F²�¡)�r���z²f¡�����¿5®G¦
[0, L]. ^ �� p®F¦�¦;¡��9®5¡�¡)�r�_W
�)�p��²!X ª�¯~«r²x �¡��z£F²�¯~£¥��¡)�r�¤h£F«x²x�r®G�)¬�¿5®G¦z«r�.¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ ¶_� ¹fµ�Ã ´ ¶r� ¶¥µ ®G²x� ´ ¶r� ¸fµ �­ª�À¥��¿¥�p²�¤f¬

G(x, ξ) =

{
−y(ξ)z(x)

C , x ≥ ξ

−y(x)z(ξ)
C , x < ξ

C = e−
∫

x

0
p(s)ds {y(x)z′(x) − y′(x)z(x)} = −z(0).

\ £¥²xª���³f«r�p²f¡)¦�¬ Ã G(x, ξ)
�zª�®F¦zª�£�²r£F²rÊl²r��À¥®G¡��z¿F� �R` £¥����£5¿F�p� Ã ¡��r��ª�£F¦z«_¡��z£F²�¡�£ ´ ¶_�z�mµl½ ´ ¶r� ¸fµ �­ª�ÀF�z¿F��²�¤T¬

´ ¶_�]ºFµ
v(x) =

∫ L

0

K(x, ξ)H(ξ) dξ,

¨��x�p�)�
K(x, ξ) = G(x, ξ)e−

∫
ξ
0

p(s)ds,
¨��r�­ a���zª�®F¦zª�£�®�²x£F²_Ê¼²r�pÀf®5¡)��¿¥��¯~«r²9 j¡��z£F² �

»¼¯h¨1��ª���¡
k(x) = z(x)/z(0),

¨1��ª��p�#¡��9®5¡
k(x)

�zªE®
¢h£¥ª��±¡)��¿¥�U�r�� ��)��®¥ªo�z²rÀ
ªo£¥¦�«_¡)��£¥²�¡)£ ´ ¶_�z�mµ ª)®5¡)�zªo¯~¬T��²rÀ
¡)�r�*�)�zÀF�f¡%¤9£¥«r²x�r®F��¬  �£¥²x�_��¡��z£F²

k(L) + βk′(L) = 0
®G²x� ¦z��¯W¡ ¤9£¥«r²x�r®F��¬  �£¥²x�_��¡��z£F²

k(0) = 1.
�U�x�zª

¯~«x²x j¡)��£¥²Ð�­ª��z§�¢9£¥�o¡a®G²f¡�¯~£F��£¥«r��®G²x®F¦�¬_ª��zª�£F¯�¡)�r�D�_�z���m j¡�¢r�)£F¤x¦���§ � »O² ¢x®F�o¡)�z p«r¦­®G� Ã ��¡*£_ p �«x�)ª��z²Ð¡��r�
ª�£F¦z«_¡)��£¥²�¤h£F«r²x�xª ¡��x®G¡�®F¢r¢9�m®G���z²Ð�U�r��£F�)�p§ ¶_� ¸ ¤9��¦�£5¨ Ã ®Fª�¨1��¦�¦�®¥ª��z²�£¥«r��®G²x®F¦�¬_ª��zª�£G¯�¡��r���z²T¿F�p�aª��
¢x��£¥¤r¦���§��z²baT�m j¡)��£¥² ¹9� »¼¡�®F¦zª�£Îªo�z§�¢r¦���Íx�mª ¡��r���_�mª� p���z¢_¡��z£F²Ð£G¯�¡��r��W
�)�p��²!X ª ¯~«r²x j¡)��£¥²�¯~£¥��¡��r��²x£F²_Ê
ª��p¦�¯=®F�5·d£F�z²¥¡�¢r�)£F¤x¦���§ ¡�£

´ ¶_� Å¥µ
K(x, ξ) =

{
e−

∫
ξ
0

p(s)dsy(ξ)k(x), x ≥ ξ

e−
∫

ξ
0

p(s)dsy(x)k(ξ), x < ξ
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�;£���§�¢r�x®Fª����p��¡)�r���_��¢9��²x�_��²x ��
£F²�®�¢x®G�a®G§���¡)�p�!ª�«x a�*®¥ª

q(x),
¨#��§�®3¬�¨��)��¡��

k(x) = k(x; q), y(x) =

y(x; q)
®F²x�

z(x) = z(x; q).�U�x��¯~£¥¦�¦z£5¨��z²rÀ ¯=®F j¡�¨��z¦�¦
¤9��«xª������z²�£¥«r��®G²9®G¦z¬Tª��­ª1£F¯;¡)�r���z²f¿¥�p�aªo�
¢r�)£F¤r¦z�p§ �

� N)TUTU<��!V���V��
	
0 < q(x) ≤ C0

	���
����������������
C0

�����
x ∈ [0, L],

������������� 	���!#"�$%"����&�'	(	�)*�+���,"������
Kx(x, ξ; q), k′(x; q)

��
-�.)*��" 	���
/!#$%0&1���)*�+�2����130����������/�4�����
Ĉ0

"����5�46����+�2�3���(�'	
q(x).

7 
8�9�:	�; »O²�¿T�z�p¨Ð£G¯ ´ ¶r� Åfµ �±¡1�zª� p¦��m®G�)¦�¬ ªo«rÆ� p����²f¡E¡�£�ª��r£5¨Ë¡)�x®5¡
y′(x)

®G²9�
k′(x)

®F���U«r²x�±¯~£¥��§�¦z¬�¤h£F«r²9�_���
£¥²�¡��x���z²f¡��p�)¿5®G¦

[0, L]. < £F¡���£F¯@¡��r�mªo��¯~«r²x �¡��z£F²xªU®F����¡)�r�.ªo�m �£F²9�� �£T£F�a�_�z²x®5¡)��£G¯Bªo£¥¦�«_¡)��£¥²xªE¡)£ ®F²��z²r�±¡)�z®F¦¿5®F¦�«r�.¢r�)£F¤x¦���§

V ′ =

[
0 1

q(x) p(x)

]
V = AV

V (a) = V0.

»O² ¡)�r�Î p®Fª�� £G¯
y(x; q), a = 0

®F²x�
V T

0 = (0, 1).
»O²�¡)�r�Ë p®¥ªo�È£G¯

k(x; q), a = L
®F²x�

V T
0 =

(β/z(0),−1/z(0)).
»O²A¡��r��¦­®5¡o¡)�p�� p®¥ªo� Ã ²r£G¡)� ¡��x®G¡�ª��z²x ��

z(x; q)
�­ª.�_�� p���m®Fª���²rÀ Ã

z(0; q) ≥ β,
ª�£�¡��x®G¡

‖V0‖ ≤ 1 + 1/β.
»O²��p��¡��r���� p®Fª�� Ã

‖V0‖
�­ª�¤h£F«r²9�_����¤T¬�¡)�r�� �£¥²xªo¡)®G²f¡

1 + 1/β,
¨��x�z a���zª���²x�r�p¢h�p²x�_��²f¡

£F¯
q(x).

�
£���ªo¡)®G¤x¦��­ªo��®�¤9£¥«r²x��¯~£F�
y(x; q),

�z²f¡���ÀF�a®5¡���¡��r�.�_��°h������²¥¡)�z®F¦x�m³¥«9®5¡��z£F²�¯~��£¥§
0
¡)£
x
®G²x��¡)®�=¥�

«x²r�±¯~£¥��§ ²r£F�)§�ª#¡�£�£F¤r¡)®G�z²�¡��x®G¡

‖V (x)‖ ≤ ‖V0‖ +

∫ x

0

‖A(s)‖ ‖V (s)‖ ds ≤ (1 +
1

β
) +

∫ x

0

(‖p‖ + C0 + 1) ‖V (s)‖ ds.

»¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª1¯~��£¥§ W
�)£F²T¨U®G¦z¦=X ª!�z²r�m³¥«9®G¦z�±¡d¬�¡)�x®5¡�¯~£¥�
x ∈ [0, L],

‖V (x)‖ ≤ (1 +
1

β
) exp

∫ L

0

(‖p‖ + C0 + 1) ds ≡ Ĉ0

] ª��z§ �z¦­®G��®G�)ÀF«x§ ��²f¡#À¥��¿¥��ª1¡��r�%ª)®G§��.¤h£F«r²x��¯~£¥�U¡��r�% �®Fª��
£F¯ k(x; q), ¨��r�­ a��¢r��£5¿¥��ª1¡��x��¦���§ §�® � �

¶r� ¶r� �
F+>AN@?QJLCx')( @
A N%J N)F+>A@=<�:x�_C�EIFGHI<�J?K��M<�:SEGN��OJ C�PR:SN)TU>%V ÇÈ��²r��ÄT¡
 p£F²xª��z�r�p�}®U�z²¥¡)�pÀ¥��£FÊ¼�_��°J�p�)�p²f¡��­®G¦
�m³f«x®5¡)��£¥²È¨��x�z a� �z²x �¦z«x�_�mª.¡��r�*���p¯~£F�)§�«r¦­®5¡)��£¥²A£F¯1¡)�r�*�_�z���m j¡%¢r�)£F¤x¦���§ �z² aT�� �¡��z£F² ¸ ¯~£F��¡)�r��¯~«r²9 j¡��z£F²
u = u(x, t). B ��¡ QT = [0, L]× [0, T ].

��CIN)CQJLN)TD�!VE�!VGFH���
β, γ

�����
q(x)

1��I6J����"��,"�K��/L
F (x, t)

���+�
µ(t)

�+����M��+�4N5���O"�K��������P��$�$�	�)*���3�O"����J�
�������,"���)���)@�I"��Q�
�J�#1���)*�+�2��
/0RK���$S)��T6+
8�213$U�3!
´ ¶_�%VGµ

−uxx + p(x)ux + q(x)u− γq(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ = F (x, t), (x, t) ∈ QT

u(0, t) = µ(t), 0 ≤ t ≤ T
´ ¶_� W¥µ

u(L, t) + βux(L, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T.
´ ¶_� X¥µ
Y �����Z�
�@"E� 6+
8�213$U�3![�J���#�&)*��"�\3)��#������M����4N]���,"�K^�G�3��$%)*�O"����

u(x, t) ∈ C[QT ] _ "����Z�������,"���)���)@�T6���
/�,"���$%�
ux(x, t)

���+�
uxx(x, t). ` ��
8����K��3
�La" 	 Ft(x, t)

�����
µ′(t)

��
-�G�������O"���)���)@��Lb�������Q�3�R"E�
ut(x, t).
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8�9�:	�; B ��¡ u(x, t) ¤9��®�ª�£F¦z«_¡��z£F²A¡�£�¡��x��¤9£¥«r²x�r®F��¬�¿5®G¦z«r��¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ ¶_�%VGµ¼½ ´ ¶_� X¥µj� ÇÈ����²f¡��)£_�_«x p��¡)�r�
¯~«x²x j¡)��£¥²

v(x, t) = u(x, t) − µ(t)k(x),
¨��r�����

k(x)
�­ª�®Fª���²�¡)�r���_�­ª) �«xª)ªo�z£F²�¢r�)�� p���_�z²rÀ�¡��x�zª�¡��r��£F�)�p§ �



���������	��
��
�����	��������������������
��	�����������	
������������� !
���"$#	�����%��
������������&��'	(��)���*�	� �

�U�x�p²�¡��r�.¯~«x²x j¡)��£¥²
v(x, t)

ª�£F¦z¿F�mª!¡)�r��¤h£F«r²x�x®G�)¬�¿3®F¦�«x��¢r��£¥¤r¦z�p§

´ ¶_�z���fµ
−vxx + p(x)vx + q(x)v = F (x, t) + γq(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ, (x, t) ∈ QT

v(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T
´ ¶_�z�F�3µ

v(L, t) + βvx(L, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T.
´ ¶_�z�m¶¥µ

] ¢r¢r¦z¬ ´ ¶_�]ºFµ ¡�£ v(x, t) ®G²x���)�p¢x¦z®¥ �� v(x, t) ¤T¬ u(x, t)−µ(t)k(x)
¡�£�£F¤_¡a®G�z²�¡��x®G¡!¡��x��¤h£F«r²x�x®G�)¬�¿5®G¦z«r�

¢x��£¥¤r¦���§ ´ ¶r� VFµl½ ´ ¶_� X¥µ �­ª���³f«r�z¿5®G¦z�p²f¡U¡�£�¡��x����²f¡���ÀF�a®G¦J��³f«x®G¡��z£F²

u(x, t) = µ(t)k(x) +

∫ L

0

K(x, ξ)F (ξ, t) dξ +

∫ L

0

K(x, ξ)γq(ξ)

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(ξ, τ) dτ dξ,

¡)�x®5¡��­ª Ã

´ ¶_�z��¸fµ
u(x, t) = f(x, t) +

∫ t

0

∫ L

0

e−γ(t−τ)K(x, ξ)γq(ξ)u(ξ, τ) dξ dτ,

¨��x�p�)�
f(x, t) = µ(t)k(x) +

∫ L

0 K(x, ξ)F (ξ, t) dξ. < ¬ ¡��r�
²r£F²rÊl²r��À¥®G¡��z¿f��¡d¬�£G¯ F (x, t), µ(t), k(x)
®G²x�

¡)�r� =F�p�)²r��¦
K(x, ξ),

¨1��ª��p��¡)�x®5¡
f(x, t)

�zª ®A²r£F²_Ê¼²r��À¥®5¡)��¿¥��¯~«r²x �¡��z£F² � �U�x���_£¥«r¤r¦z�*�z²f¡��pÀ¥�)®G¡��z£F²Ë�z²
´ ¶_�z��¸fµ ¬f�z�p¦­�rª�®F²���²f¡���ÀF�a®G¦r�m³f«x®5¡)��£¥²�£F¯��E£¥¦±¡)�p�)�)®�¡d¬T¢h��¯~£F�E¡)�r��¯~«r²9 j¡��z£F²

u(x, t).
` £F�)�p£5¿¥�p� Ã ¡��r���z²f¡���ÀF�a®G¦

£¥¢9���)®G¡�£¥�
P
ÀF�z¿F��²�¤T¬

Pu =

∫ t

0

∫ L

0

e−γ(t−τ)K(x, ξ)γq(ξ)u(ξ, τ) dξ dτ

�9®FªE®. �£¥²¥¡)��²T«r£¥«xªB²r£F²rÊl²r��À¥®G¡��z¿F� =F�p�)²r��¦ � »¼¡E¯~£F¦z¦�£5¨�ª;¡��9®5¡E¡��x�#«x²r�z³f«r��ª�£F¦z«_¡)��£¥²�¡)£�¡)�r���z²¥¡)�pÀ¥�)®F¦f�m³f«x®5¡)��£¥²
´ ¶_�z��¸fµ �­ªUÀF�z¿F��²�¤T¬�¡)�r� [ ��«r§�®G²r²�ª��p�)���mª

u = f + Pf + P 2f + · · ·

¨��x�z a��ª��r£5¨�ª
¡��x®G¡
u(x, t)

�zª;²r£F²rÊl²r��À¥®G¡��z¿F� �IY �z²x®F¦�¦z¬ Ã £¥¤xªo����¿¥�7¡��x®G¡B��¯
F (x, t)

®G²x�
µ(t)

�x®3¿F�1 �£F²f¡)��²T«r£¥«xª
�r�p�)��¿5®5¡)��¿¥��ª

Ft(x, t)
®F²x�

µ′(t),
¡��r��²�¨1��£F¤_¡a®G�z²�¯~��£¥§ ´ ¶r���m¸¥µ ¡)�x®5¡

u(x, t)
�x®Fª� p£F²f¡��z²T«r£F«9ª��_�p�)�z¿3®G¡��z¿F�

ut(x, t). �

ÇÈ�
²r��ÄT¡1�mªd¡a®G¤r¦z�­ªo��¤h£F«x²x�rª1¯~£F�Uªo£¥¦�«r¡��z£F²xª1��²*¡��r�
ªo£¥«r�a ���Êl¯~�)�p�� �®Fª�� � »O²�¡��x��¯~£¥¦�¦z£5¨���²xÀ%���mªo«x¦±¡ Ã ¨#��«9ªo�
¡)�r��¯~«r²9 j¡��z£F²

k(x)
«xªo�m����²�¡)�r�� p£F²xªo¡��)«x j¡)��£¥²�£G¯J¡��r� W
�����p²!X ª7¯~«r²x �¡��z£F²�£F¯ ´ ¶_� Å¥µ�� ^ �m p®F¦�¦x¡��x®G¡ k(x) > 0,¯~£¥�

0 ≤ x ≤ L.

��CIN)CQJLN)T �!V��6V FH�3�
β, γ

���+�
q(x)

1�� 6��^�/"��,"�K^��L
F (x, t) = 0, µ(t)

������M����4N]���,"�K^������� ��$�$*	�)*���3�O"����J�
�������,"���)���)@�I"��P�
�J�#1���)*���5��
/0RK���$%)�� 6+
8�213$U�3!��
	];���
����
	];���
�; Y �J�3�G	���


(x, t) ∈ QT
�
�J�.����$%)*�,"����

u(x, t)���R�
�J���
�@"E��1���)*���5��
/0RK���$%)��(6�
-�213$U��![�3���,"E��� ���

µ(t)k(x) ≤ u(x, t) ≤ max
0≤t≤T

µ(t).

7 
8�9�:	�; a_«r¢r¢h£¥ª��.¡��x®G¡#¯~£¥��ª�£F§��
(x0, t0) ∈ QT ,

u(x0, t0) = max
(x,t)∈QT

u(x, t).
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������������� !
���"$#	�����%��
������������&��'	(��)���*�	� �

�U�x�  �®Fª��
u(x0, t0) = 0

�­ª�¡��)��¿T�­®G¦ Ã ªo£�ªo«x¢r¢9£fªo�
u(x0, t0) > 0.

Y �)£F§ ´ ¶_� X¥µ ¨1� �x®3¿F��¡��x®G¡
x0 < L.

»¼¯

x0 > 0,
¡��r��²�¡��r���z²f¡��pÀ¥��£FÊ¼�r�±°J�p�)�p²f¡��­®G¦h��³f«x®G¡��z£F²�®5¡

(x0, t0)
¬f�z�p¦­�rª

0 = uxx(x0, t0) − q(x0)u(x0, t0) + γq(x0)

∫ t0

0

e−γ(t0−τ)u(x0, τ) dτ

< uxx(x0, t0) − q(x0)u(x0, t0)

(
1 − γ

∫ t0

0

e−γ(t0−τ) dτ

)
< 0,

®� �£F²f¡)�)®¥�_�z �¡��z£F² � �U�r�­ª!¢x��£5¿¥��ª7¡)�x®5¡
x0 = 0

®G²x�
u(x, t) ≤ µ(t0),

¨��r�­ a����ªo¡)®F¤r¦z�zª��r��ª�¡��r�
«r¢r¢h�p�#¤h£F«r²x�
£¥²

u(x, t).Y £F��¡)�r��¦z£5¨1����¤9£¥«r²x� Ã £¥¤xªo����¿¥� ¡��x®G¡
v(x, t) = u(x, t) − µ(t)k(x)

ª)®5¡��­ªoÍx��ª.¡)�r��¤h£F«r²9�r®G�)¬Ó¿5®G¦z«r�
¢x��£¥¤r¦���§©ÀF�z¿F��²�¤T¬�¡)�r���z²¥¡)�pÀ¥��£FÊ¼�_��°J�p�)�p²f¡��­®G¦h��³f«x®G¡��z£F²

−vxx + p(x)vx + q(x)v − γq(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)v(x, τ) dτ = γq(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)µ(τ)k(x) dτ

¡)£FÀ¥��¡��x�p��¨��±¡)��¤h£F«r²9�r®G�)¬| �£¥²x�_��¡��z£F²xª ´ ¶r���¥�mµl½ ´ ¶r���3¶Fµj� aT�z²x p�Ó¡)�r� ���zÀF�f¡��x®G²x��ªo�­�_�È£G¯%¡)�r� ��²f¡)�pÀF�)£GÊ
�r�±°J�p�)�p²f¡��­®G¦1��³f«x®G¡��z£F² �zª�²r£F²rÊl²r��À¥®G¡��z¿F� Ã �U�r�p£¥����§ ¶r� ¶ §�®3¬A¤9��®G¢r¢r¦z�z���È¡�£Ó¬f�z�p¦­�

v(x, t) ≥ 0,
¨��r�­ a�

�mªd¡a®G¤r¦z�­ªo�r�mª#¡��r��¦z£5¨#�p�U¤9£¥«r²x��£F²
u(x, t). �

ÇÈ��²r£F¡���¡)�x®5¡�®�ª��x®F��¢h�p��«r¢x¢9����¤9£¥«r²x�� �®G²�¤9����ªo¡)®G¤x¦��­ªo�x����¨��±¡)��¡��r��®F�r�_��¡��z£F²9®G¦}�T¬T¢9£F¡��r�mªo�­ªU¡)�x®5¡

µ′(t) ≥ 0,
²x®F§��p¦z¬�¡��x®G¡

u(x, t) ≤ µ(t)
¯~£¥�

(x, t) ∈ QT .
ÇÈ��£F§���¡�¡��r�%�_�p¡)®F��¦­ª �

¸r�����!.�1��W�	.x�9�����J����5�.
	
ÇÈ�� p®G²AÀF�z¿F��®�¯=®F���)¦z¬D �£F§�¢r¦z��¡)� ®F²x®G¦z¬_ªo�­ª�£G¯�¡)�r���_���)�� �¡
¢x��£¥¤r¦���§ ´ �¥���3µ Ê ´ �F�]ºFµ�Ã ªo«r¤r·d�� j¡.¡)£�ª�«r��¡)®G¤x¦��

 p£F²x�r�±¡)��£¥²xª�£¥²�¡��r��¢x®G�a®G§���¡)�p�aªU£G¯E¡)�r�%¢r�)£F¤r¦z�p§ � ÇÈ��ª��x®G¦z¦
§�®2=F�.¡��x�%¯~£F¦z¦z£5¨���²rÀ�®¥ª�ª�«r§�¢_¡)��£¥²xª�£¥²�¡��r�
¢9®G�a®G§���¡)�p�aª1£F¯
¡)�r��¢r�)£F¤r¦z�p§ ¡)�r�)£F«rÀ¥�r£F«_¡U¡)�r�zª�ªo�m j¡��z£F² �
�9<�J <�TUN]>AN�J��DC�FIHG@
>?@SC�FI>��

´ �mµ
φ ∈ C[0, L]

®G²9�
φ(x) > 0

¯~£F�
x ∈ [0, L].´ ¶Fµ

c1(x) ∈ C[0, L].´ ¸¥µ �U�r�� p£F²xªo¡)®F²¥¡aª
D1, γ

®F²x�
β
®G�)�.¢9£fªo��¡��z¿F� �

´ ¹fµ
µ ∈ C[0, L]

®G²9�
µ
�zª�²x£F²_Ê¼²r�pÀf®5¡)��¿¥��£¥²

[0, T ].´ ºFµ
µ ∈ C1[0, L], µ(0) = 0

®G²x�
µ′ �­ªU¢9£fªo��¡��z¿F�.£F² (0, T ].´ Å¥µ

µ′(t) − γ
∫ t

0
e−γ(t−τ)µ′(τ) dτ ≥ 0,

¯~£¥�
0 ≤ t ≤ T.

ÇÈ��²x£G¡��%¡��x®G¡� �£¥²x�_��¡��z£F² Å �­ª�ª)®5¡)�zªoÍx������¯ Ã ¯~£¥���pÄ_®F§�¢r¦�� Ã
µ′(0) ≥ 0

®G²9�
µ′′(t) ≥ 0. < ¬�® �3��$%)*�O"���� ¡)£¡)�r���_�z���m j¡�¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ �F�z�mµl½ ´ �¥� º¥µjÃ ¨1�
§���®F²�®�¢x®G�z�U£G¯;¯~«r²x j¡)��£¥²xª

u, a ∈ C[QT ]
ª�«x a��¡)�x®5¡

ux, uxx, at ∈

C[QT ]
®F²x�

u, a
ª�£F¦z¿F�E¡)�r�1�m³f«x®5¡)��£¥²xª ´ �F�z�mµ¼½ ´ �¥� º¥µj� »O²�£F�a�_�p�;¡�£���ªo¡)®F¤r¦��­ª��%¡��x�1�pÄT�­ªo¡��p²9 ��1®F²x��«r²x�z³f«r��²r��ª)ª

£F¯B®�ª�£F¦z«_¡��z£F²�¡�£ ¡��x�.�r���)�� �¡U¢x��£¥¤r¦���§ Ã ¨1�.£F²x¦�¬�«9ªo�.¢x®F�)®F§ �p¡����# p£F²x�_��¡��z£F²9ª � Ê ¹x�E¾ £5¨#�p¿¥�p� Ã �z²�£¥�)�r�p�#¡�£
¢x��£5¿T�­�_��¤h£F«r²9�rª
¯~£F��ª�£F¦z«_¡��z£F²xª.®F²x�Ó®� �£¥§ ¢9®G�)�zª�£F²�¡)�r�p£¥����§ Ã ¨1��®G¦­ªo£����m³f«r���)� ¢x®G�a®G§���¡)�p�. �£¥²x�_��¡��z£F²xª
´ ºFµ ®F²x� ´ Å¥µ��

��CIN)CQJLN)T �!VO�QV�
 ���/)*! �H6���
-��!R������
 �����+��"��,"���������M���; Y ����� �
�J� ��"�
8���3�@6�
-�213$U��! �J���(� )*��"�\3)�� �3��$%)*�,"����
u(x, t), a(x, t) _ "��
�P1����
� 	�)*�+���,"������I�+����M����4N5���O"�K�� ;
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7 
8�9�:	�; ÇÈ��Í9�)ªo¡!�)�� p®¥ªd¡E¡)�r���_�z�)�� j¡1¢r��£¥¤r¦z�p§�®FªE¯~£¥¦�¦z£5¨�ª � »O²f¡���ÀF�a®5¡�� ´ �F�]¶Fµ ®F²x��«xª���¡��x���z²r�±¡)�z®F¦9 p£F²x�_��¡��z£F²
´ �F�]ºFµ ¡�£�£¥¤_¡)®F��²�¡��9®5¡�¯~£F��®F¦�¦

(x, t) ∈ QT ,

´ ¸r�z�mµ
a(x, t) = γφ(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ.

»¼¯7¨#�.ª�«r¤xªo¡���¡�«r¡�� ´ �¥� ¶¥µ ®G²x� ´ ¸x���3µ ��²f¡�£ ´ �F�z�mµ�Ã ¨1�.£F¤r¡)®G�z²�¡��r���m³¥«9®5¡��z£F²

c1(x)ux + γφ(x)u− γ2φ(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ = D1uxx.

[ £5¨ ¦z��¡
c(x) = c1(x)/D1

®G²9�
d = γ/D1,

®F²x��¡)�r�­ª���³f«x®G¡��z£F²�¤9�m �£F§��mª

´ ¸r�]¶Fµ
−uxx + c(x)ux + dφ(x)u − γdφ(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ = 0.

»¼¡!¯~£F¦z¦�£5¨�ª7¡)�x®5¡!¡��r���r���)�� �¡!¢r�)£F¤r¦z�p§ �zª!��³f«r�z¿3®F¦���²f¡E¡�£�¡)�r��¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ ¸x���3µjÃ ´ ¸r�]¶Fµ�Ã ´ �F� ¸¥µ ®F²x� ´ �F� ¹fµ�� Y �)£F§
�U�x�p£F�)�p§ ¶_�]¶ ¨#���x®3¿¥��¡��x®G¡�¡)�r�p�)����Ä_�­ªd¡aª�®D«r²r�­³¥«x�*²r£¥²_Êl²x�pÀ¥®G¡��z¿F��ª�£F¦z«_¡��z£F²

u(x, t)
¡�£�¡)�r��¢x��£¥¤r¦���§

´ ¸r�]¶Fµ�Ã ´ �F� ¸¥µ ®G²x� ´ �F� ¹fµ ¨���¡��Ð �£F²f¡)��²T«r£¥«xª%�_�����z¿5®5¡��z¿F�mª
ux, uxx

� »¼¯�¨#���_�pÍx²r�
a(x, t)

«xªo�z²rÀ ´ ¸r�z�mµ�Ã ¨#�
£¥¤_¡)®F��²Ó¡��x®G¡

a
®G²x�

at
®F���� �£¥²f¡��z²f«x£F«xª���²

QT
®G²x�

a
�zª
²r£¥²_Ê¼²r�pÀf®5¡��z¿F� �%¾ �p²9 �� Ã

u(x, t), a(x, t)
�zª�¡)�r�

«x²r�z³f«r� Ã ²r£¥²_Êl²x�pÀ¥®G¡��z¿F�.ªo£¥¦�«r¡��z£F²�¡�£ ¡��r�%�r���)�� �¡U¢x��£¥¤r¦���§ �
�

�U�x�
¤h£F«x²x����ªo¡)®G¤x¦��­ªo�x������²��U�r��£F�)�p§ ¶r� ¸ �x®¥ª#¡��r�.¯~£¥¦�¦z£5¨���²xÀ ®F¢r¢r¦z�z �®5¡��z£F²�¡�£ ¡)�r�%�_�z���m j¡�¢r�)£F¤r¦z�p§ �

��CIN)CQJLN)T �6VE�!V 
 ���/)*! � 6J��
8��!R�3�4�3
&�����+��"��,"����J� ��M��2; �
	
u, a

"E�&�P����$%)*�,"��������Q����� ��"�
8�����a6�
-�213$U��!GL
�
�J�3�

ut ∈ C[QT ]
���+� 	���


(x, t) ∈ QT

µ′(t)k(x) ≤ ut(x, t) ≤ max
0≤t≤T

µ′(t),

_ ����
-� k(x) "E�I�
�J�.�3��$%)*�,"���� �4� �
	]; � 
 	���

p(x) = c(x), q(x) = dφ(x), H(x) = 0

�3���,"E��	�0�"��@N 1-��)*���5��
/0
��������"��,"������

k(0) = 1
���+�

k(L) + βk′(L) = 0.

7 
8�9�:	�; Y ��£¥§ �U�r��£F�)�p§ ¶r� ¶ ¨#�
�9®3¿F�
ut ∈ C[QT ].

Ò ¤xª��p�)¿F��¡��9®5¡�¯~£F�
(x, t) ∈ QT

´ ¸r� ¸¥µ ∂

∂t

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ = u(x, t) − γ

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ.

] ²�®G¢r¢r¦z�­ p®5¡)��£¥²�£F¯ ´ ¸r� ¸¥µ ®G²9�*�z²f¡��pÀ¥�)®G¡��z£F²�¤f¬�¢x®G��¡)ªUª��r£5¨|¡)�x®5¡

∂

∂t

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ = e−γtu(x, 0) +

∫ t

0

e−γ(t−τ)ut(x, τ) dτ.

a_��²x p�
µ(0) = 0

¨1�.�x®3¿¥��¡)�x®5¡
u(x, 0) = 0.

�U�r�����p¯~£F�)� Ã

∂

∂t

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ =

∫ t

0

e−γ(t−τ)ut(x, τ) dτ.

[ £5¨ ª���¡
v(x, t) = ut(x, t)

Ã �_��°J�p�)�p²f¡��­®5¡)� ´ ¸r�]¶Fµ�Ã ´ �¥� ¸fµ ®G²x� ´ �¥� ¹Tµ ¨��±¡)�È�)��ª�¢h�� j¡.¡)£
t,
®G²x�A¨1��£¥¤_¡)®F��²

¡)�x®5¡�¯~£¥�
(x, t) ∈ QT

´ ¸r� ¹fµ
−vxx + c(x)vx + dφ(x)v − γdφ(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)v(x, τ) dτ = 0

v(0, t) = µ′(t)
´ ¸r�]ºFµ

v(L, t) + βvx(L, t) = 0.
´ ¸x� Åfµ



���������	��
��
�����	��������������������
��	�����������	
������������� !
���"$#	�����%��
������������&��'	(��)���*�	� �

�U�x�p£F�)�p§ ¶_�]¶ ��§�¢r¦z�z��ªU¡)�x®5¡
v(x, t) = ut(x, t) ≥ 0

¯~£¥�
(x, t) ∈ QT .

�U�r��£F�)�p§ ¶_� ¸ §�®3¬�¤9��®G¢r¢r¦z�z����¡�£

v(x, t)
¡)£ ¬T�z�p¦­��¡��x®G¡

µ′(t)k(x) ≤ v(x, t) = ut(x, t) ≤ max0≤t≤T µ
′(t)

¯~£¥�
(x, t) ∈ QT . �

Y �z²x®G¦z¦z¬ Ã ¡��r�*®¥�r�_��¡��z£F²x®F¦�¢x®F�)®F§ �p¡����% �£F²9�_�±¡)��£¥² Å �zª�ªo«_Æ� p����²¥¡�¡�£�£F¤r¡)®G�z²Ë®� �£¥§�¢x®G�)�zª�£F²A¡��x�p£F�)�p§ �
�;£��p§�¢r�9®Fª��U���.¡��r�%�_��¢9��²x�_��²x ��%£F¯;¡)�r��ª�£F¦z«_¡��z£F²�£G¯7¡)�r�%�_�z���m j¡�¢r�)£F¤r¦z�p§ £F²�¡��x��¯~«r²x �¡��z£F²

φ,
¨#��¨�����¡��

u(x, t) = u(x, t;φ), a(x, t) = a(x, t;φ).

��CIN)CQJLN)T �!V��!V�
 ���/)*! �T6J��
8��!R�����3
��-������"��O"����J� ��M��2; F �3�
u(x, t;φi), a(x, t;φi)

1��#�R�3��$S)*�O"����Q���R�
�J�
��"�
8�����b6�
8�51�$U�3! ����
/
-�/�,6�������"��]N ���

φi, i = 1, 2.
�
	
φ1(x) ≤ φ2(x)

	���

x ∈ [0, L],

�
�J�3�
ut(x, t;φ1) ≥

ut(x, t;φ2)
	���


(x, t) ∈ QT .

7 
8�9�:	�;�� «xªo¡D®Fª���²�¡��x�È¢x��£T£G¯ £G¯��U�x�p£F�)�p§ ¸x� ¶rÃ ¨#� �x®3¿F�Ó¡��x®G¡
v(x, t) = ut(x, t;φ)

ª)®5¡)�zªoÍx�mª*¡)�r�
¤h£F«x²x�r®G�)¬ ¿5®G¦z«r� ¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ ¸r� ¹fµl½ ´ ¸x� Åfµj� B ��¡ vi(x, t) = ut(x, t;φi), i = 1, 2. ] ¦­ªo£ �_�pÍx²r� Vi =∫ t

0
e−γ(t−τ)vi(x, τ) dτ, i = 1, 2, w = v1 − v2

®G²x�
W = V1 − V2.

»¼¡�¯~£F¦z¦�£5¨�ª*¯~�)£F§ ´ ¸x� ¸fµ ¡)�x®5¡
¡)�r��ÀF£5¿¥�p�)²r�z²rÀ��_��°J�p�)�p²f¡��­®G¦@�m³¥«9®5¡��z£F²�§�®3¬�¤h��¨�����¡o¡)�p²���²�¡)�r�
¯~£F�)§�ª

−(vi)xx + c(x)(vi)x + dφi(x)(Vi)t = 0.

a_«r¤_¡��a®F �¡U¡��r�mªo���m³¥«9®5¡��z£F²9ª#¯~£F�
v1(x, t)

®G²x�
v2(x, t)

®G²x���)��®G�)�a®G²rÀ¥��¡�����§�ª#¡�£�£¥¤_¡)®F��²

−wxx + c(x)wx + dφ1(x)Wt = d(φ2(x) − φ1(x))(V2)t.

»¼¡1¡��r�����p¯~£F�)��ª�«_Æ� ���ª�¡�£ ªo�r£5¨Ð¡)�x®5¡
(V2)t

�­ª1²r£F²_Ê¼²r��À¥®5¡)��¿¥� Ã ª��z²x ��
®G²�®G¢x¢r¦��­ p®G¡��z£F²�£F¯
�U�r�p£¥����§ ¶r� ¶ ¡)�r�p²
ª��r£5¨�ª1¡��9®5¡

w(x, t) ≥ 0,
®¥ªU���m³f«r���)��� �

a_��²x p�
v2(x, t)

�­ª
®�ª�£F¦z«_¡��z£F²Ó¡�£ ´ ¸x� ¹Tµ ¨���¡��
φ(x) = φ2(x)

®G²x�D¤h£F«x²x�r®G�)¬D �£¥²x�_��¡��z£F²xª ´ ¸r�]ºFµl½ ´ ¸x� ÅfµjÃ
��¡��­ª��m®Fª���¦z¬Èª��p��² ¡��x®G¡

V2
�­ª�®G¦­ª�£D®�ªo£¥¦�«_¡)��£¥² ¡�£ ´ ¸r� ¹fµ ¨���¡��

φ = φ2
®G²9�È¡��r�* p£F²x�r�±¡)��£¥²xª

V2(0, t) =∫ t

0 e
−γ(t−τ)µ′(τ) dτ

®F²x�
V2(L, t) + β(V2)x(L, t) = 0.

Ò ¤xªo����¿¥��¡)�x®5¡

(V2)t(0, t) = µ′(t) − γ

∫ t

0

e−γ(t−τ)µ′(τ) dτ ≥ 0,

¨��x�p�)��¡)�r��¦­®Fªo¡���²r�m³f«x®G¦z�±¡d¬�¯~£F¦z¦�£5¨�ª#¯~�)£F§©¢9®G�a®G§���¡)�p�� �£¥²x�_��¡��z£F² År� »¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª1¯~��£¥§ �U�r��£F�)�p§ ¸x� ¶ ¡)�x®5¡

(V2)t(x, t) ≥ 0,
¨��r�­ a�� �£¥§ ¢x¦��p¡���ª#¡)�r��¢r�)£T£G¯ �

�

¹9�����6.A�a���I.x��� . ���J����5%. 	
¹9���¥� � F �
	 N�JL<J>ACQJA�6CQJ T�EG:S<J>A@SC�F C��.>9CGN��OJ CQPG:=N)T V W
�z¿F�p²Î�r®G¡)®

g(x) x ∈ [0, L],
¨#���_��Í9²r�*®

�3��$%)*�O"���� ¡�£ ¡)�r�.��²T¿F���)ª��
¢r��£¥¤r¦z�p§ ´ »OÁ µjÃ ®¥ªUÀF�z¿F�p²���²�aT�m j¡��z£F² �FÃ ¡)£�¤9��® ¢9£fªo��¡��z¿F�� p£F²f¡��z²T«r£F«xª1¯~«r²9 j¡��z£F²
φ(x), x ∈ [0, L],

ª�«x a��¡)�x®5¡1¡��r�
�_�z���m j¡1¢x��£¥¤r¦���§ ´ �F�z�mµ Ê ´ �F�]ºFµ �x®¥ª!ª�£F¦z«_¡��z£F²
u(x, t)

ª�®G¡��­ªd¯~¬T�z²rÀ ´ �¥� Åfµj� ÇÈ�
Í9�)ªo¡#²x£G¡���¡��x®G¡1¡)�r�.�r®5¡a®

g(x)
£G¯ ´ �F� Å¥µ §�«xªo¡�®G¦­ªo£ ª�®G¡��­ªd¯~¬ ¡��x��¤h£F«r²9�r®G�)¬� �£F²9�_�±¡)��£¥²xª

g(0) = µ(T )
®F²x�

g(L) + βg′(L) = 0,
ªo�z²x ��

u(x, T )
ª�®G¡��­ªdÍx�mªU¡��x��ª��% �£F²9�_�±¡)��£¥²xª � ` £¥����£5¿F��� Ã ��¡��zª� �¦z��®F��¡��x®G¡

g(x)
§�«xªo¡

�9®3¿F�.®� �£F²f¡)��²T«r£¥«xªUªo�m �£F²9���_�����z¿5®5¡)��¿¥� �
�U�x���z²T¿F�p�aª���¢r�)£F¤x¦���§© p®G²�¤9�.�pÄT¢x���mª�ª����*��²�¡�����§�ª#£G¯7®G²*£¥¢9���)®G¡�£¥�1�m³¥«9®5¡��z£F²�®Fª1¯~£¥¦�¦z£5¨�ª � aT�p¡

t = T�z² ´ ¸x� ¶¥µ ®F²x��«xª�� ´ �F� Å¥µ ¡�£�£¥¤_¡)®F��²

g′′(x) − c(x)g′(x) = dφ(x)u(x, T ) − γdφ(x)

∫ T

0

e−γ(T−τ)u(x, τ) dτ

= dφ(x)

∫ T

0

e−γ(T−τ)ut(x, τ) dτ,



���������	��
��
�����	��������������������
��	�����������	
������������� !
���"$#	�����%��
������������&��'	(��)���*�	� �

£¥�

φ(x) =
g′′(x) − c(x)g′(x)

d
∫ T

0
e−γ(T−τ)ut(x, τ) dτ

.

ÇÈ�.ªo����¯~��£¥§ ¡��r�­ª#��³f«x®5¡)��£¥²�¡��x®G¡1¡)�r�.�r®5¡a®.¯~«r²x �¡��z£F²
g(x)

ª��r£F«x¦z��ª)®5¡)�zªo¯~¬
g′′(x)− c(x)g′(x) > 0

ª���²9 ��

φ(x)
®F²x�

ut(x, t)
®G�)��¢9£fªo��¡��z¿F� Ã �;£�ªo«x§ §�®F�����p� Ã ¡��r��¢r��£¥¢9���o¡)���mª7¡��9®5¡1®%�x®5¡)®
¯~«x²x j¡)��£¥²

g(x)
§�«9ªd¡!�9®3¿F�

®F���¥Â
( <*>?<Î�DC�FIHG@
>?@SC�FI>��

´ �mµ
g(x) ∈ C2[0, L]

®F²x�
g(x)

�­ª�®�¢h£¥ª���¡��z¿F�
¯~«r²x �¡��z£F² �
´ ¶Fµ

g(0) = µ(T )
®G²9�

g(L) + βg′(L) = 0.´ ¸¥µ
g′′(x) − c(x)g′(x) ∈ C[0, L]

®G²x���­ª�®�¢9£fªo��¡��z¿F�
¯~«r²x �¡��z£F²�£F²
[0, L].

ÇÈ�%®Fª)ª�«r§���¡)�r�.¯~«r²x �¡��z£F²
g(x)

ª)®5¡)�zªoÍx��ª��x®5¡)®� p£F²x�_��¡��z£F²9ª � Ê ¸ ®F²x���_��Íx²x��¡)�r��£F¢h�p�a®5¡)£F�
A
¤T¬

´ ¹x�z�mµ
Aφ =

g′′(x) − c(x)g′(x)

d
∫ T

0
e−γ(T−τ)ut(x, τ ;φ) dτ

,

¨��x�p�)�
u(x, t;φ)

�zª7¡)�r��ª�£F¦z«_¡��z£F²�£G¯h¡��x���_���)�� �¡�¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ �F�z�mµ Ê ´ �F�]ºFµ ¯~£F��¡��r��À¥��¿¥�p²
φ(x).

»¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ªB¡��x®G¡
��¯B¡��r�.¯~«r²9 j¡��z£F²

φ(x)
�zª�® ª�£F¦z«_¡)��£¥²*¡)£�¡)�r���z²f¿¥�p�aªo�
¢r�)£F¤r¦z�p§ Ã ¡)�r�p²

´ ¹x�]¶Fµ
φ = Aφ.

\ £¥²T¿F�p�aª��p¦z¬ Ã ªo«r¢x¢9£fªo�
¡��9®5¡ φ̃ �­ª�® ¢h£¥ª��±¡)��¿¥�. p£F²f¡��z²T«r£F«9ª#ª�£F¦z«_¡)��£¥²*¡)£ ´ ¹x�]¶Fµ�� �U�r�p²

g′′(x) − c(x)g′(x) = dφ̃(x)u(x, T ; φ̃) − dφ̃(x)γ

∫ T

0

e−γ(T−τ)u(x, τ ; φ̃) dτ

= uxx(x, T ; φ̃) − c(x)ux(x, T ; φ̃).

a_��²x p��¤9£F¡��
g(x)

®F²x�
u(x, T ; φ̃)

ª�®G¡��­ªd¯~¬Î¡)�r�Dª)®G§���¤9£¥«r²x�r®F��¬� p£F²x�r�±¡)��£¥²xª Ã �±¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª ¡��9®5¡
g(x) =

u(x, T ; φ̃)
ªo£�¡��x®G¡

φ̃(x)
�­ª�®�ª�£F¦z«_¡��z£F²�¡�£�¡)�r�.��²T¿F���)ª��.¢r�)£F¤r¦z�p§ �

¹9� ¶r� �OJLC 	 N�J^>A@=N�> C � >9CGN �
	 N�J <*>ACQJ�� V �U�r��£¥«rÀF�x£F«_¡�¡)�r�zª
ª��� j¡)��£¥² Ã ¨1��ª��x®F¦�¦7®Fª)ªo«x§ �%¡��x®G¡�¢x®F�)®F§�Ê
�p¡����% �£F²9�_�±¡)��£¥²xª ¶ Ê Å �r£F¦­� � ÇA��²x£5¨ ��Är®F§ �z²r��ª�£F§���¢x��£¥¢9���o¡)���mª.£G¯!¡)�r��£F¢h�p�a®5¡)£F�

A.
»¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª�¯~��£¥§

�U�x�p£F�)�p§ ¸r�]¶ ¡)�x®5¡�¯~£¥��®�¢h£¥ª���¡��z¿F�
φ(x),

´ ¹x� ¸¥µ
Aφ =

g′′(x) − c(x)g′(x)

d
∫ T

0
e−γ(T−τ)ut(x, τ ;φ) dτ

≥
g′′(x) − c(x)g′(x)

d
∫ T

0
e−γ(T−τ)µM dτ

≡ h(x)

¨��x�p�)�
µM = max0≤t≤T µ

′(t).
ÇÈ�%�_�pÍx²r�

E = {φ(x) ∈ C[0, L] |φ(x) ≥ h(x), x ∈ [0, L]}.

�U�x�p²
E ⊂ P,

¡��r�Dª���¡�£G¯
¢9£fªo��¡��z¿F��¯~«r²9 j¡��z£F²9ª���²
C[0, L].

�U�r�)£F«xÀF�r£¥«_¡�¡)�r��¯~£F¦z¦z£5¨���²rÀ Ã ¨#��«xªo��¡)�r�
«x²r�±¯~£¥��§ ²r£¥��§�ª

‖·‖
�z²
C[0, L]

®G²x�
C(QT ).

�U�r�D£¥¢9���)®G¡�£F�
A
�zª�ª�®F�z�Ð¡)£Ë¤9� ! �������4����� ´ ª��p� Ã ¯~£F�

�pÄr®G§�¢r¦z� Ã Ï ¹9Ã ¢ ��º�Wx��Ñ~µ ��¯ Ã ¯~£¥��¯~«r²9 j¡��z£F²9ª
φ(x)

®F²x�
Ψ(x)

�z²�¡)�r���_£¥§�®G�z²D£G¯
A
¨��±¡)�

φ(x) ≤ Ψ(x)
¯~£F�

x ∈ [0, L],
¨1���x®3¿F�

Aφ(x) ≤ AΨ(x)
¯~£¥�

x ∈ [0, L].
�U�x��²r�pÄT¡�¡d¨#£�¡��r��£F�)�p§�ª���Ä_�r�z¤r�±¡�¡��r� ��ª)ª��p²f¡��­®G¦

¢x��£¥¢9���o¡)���mªU£G¯
¡)�r��£F¢h�p�a®5¡)£F�
A.

��CIN)CQJLN)T��6VO�QV Y �J���-6���
8���4��

A : P → E

N2"�K^�3�P1�0 � ��; � 
#"E� �R�������O"���)���)@� ���+�G! �����������+�.�-6��3
8������
3;
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7 
8�9�:	�; Y �z�)ªo¡.£F¤xª��p�)¿F�.¡)�x®5¡.¤T¬�¡��r� ��²x��³f«x®G¦z��¡d¬ ´ ¹x� ¸¥µ ¡��r� £F¢h�p�a®5¡)£F�
A
�_£T��ª��z²x�_�p�m�D§�®G¢Ó¢9£fªo��¡��z¿F� �p¦z��Ê

§���²¥¡aª�£G¯
C[0, L]

�z²f¡�£ ¡��x�%ªo�p¡
E.

���pÍx²r�

´ ¹x� ¹fµ
Bφ =

∫ T

0

e−γ(T−τ)ut(x, τ ;φ) dτ,

ª�£ ¡��x®G¡

Aφ =
g′′ − cg′

d

(
1

Bφ

)
.

[ £5¨
Aφ

�­ª�¤9£¥«r²x�_�m��®F²x��¤9£¥«r²x�_�m��®3¨U®3¬�¯~�)£F§ ���p�)£ ª���²9 ���¤T¬*�U�r��£F�)�p§ ¸x� ¶rÃ
´ ¹x�]ºFµ

0 < k(x;φ)

∫ T

0

e−γ(T−τ)µ′(τ) dτ ≤ Bφ(x) ≤

∫ T

0

e−γ(T−τ)µM dτ,

¨��x�p�)�%¡��x�%Íx�aªd¡
��²x��³f«x®G¦z��¡d¬��­ª
ªd¡)���­ j¡
¤f¬�¢x®F�)®F§ �p¡����� �£¥²x�_��¡��z£F² ºr� �U�r�����p¯~£F�)�
A
�­ª
 �£F²f¡)��²T«r£¥«xª���¯

B
�­ª

 p£F²f¡��z²T«r£F«9ª � ` £¥����£5¿F�p� Ã ªo�z²x ��
¡)�r����²f¡)�pÀF�a®G¦J£¥¢9���)®G¡�£F�
Iψ =

∫ T

0 e−γ(T−τ)ψ(x, τ) dτ
�­ª� �¦z��®F��¦z¬* �£¥²f¡��z²_Ê

«x£F«xªU�z²�¡��r��«r²x�±¯~£¥��§©²x£F�)§ Ã ��¡�ª�«_Æ� ���ª�¡�£�ªo�x£5¨|¡��9®5¡�¡��x��£F¢h�p�a®5¡�£¥�
Cφ = ut(x, T ;φ

µ �zª� p£F²f¡��z²T«r£F«xª �

B ��¡ vi(x, t) = ut(x, t;φi), i = 1, 2,
®F²x�Î¦z��¡

w(x, t) = v1(x, t) − v2(x, t). � ®F a� vi
ªo£¥¦�¿¥��ª�¡��r�

¤h£F«x²x�r®G�)¬�¢r�)£F¤r¦z�p§ ´ ¸x� ¹Tµ Ê ´ ¸x� Åfµ ¨���¡��
φ = φi.

aT«r¤_¡)�)®¥ j¡
¡��r�mªo� �_�±°J�p�)�p²f¡)�z®F¦B�m³f«x®5¡)��£¥²xª�®F²x���)��®F���a®G²rÀ¥�
¡)�p�)§�ª#¡�£�£F¤r¡)®G�z²

−wxx + c(x)wx + dφ1(x)w − γdφ1(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)w(x, τ) dτ = F (x, t),

¨��x�p�)�

´ ¹x� Å¥µ
F (x, t) = γd(φ1(x) − φ2(x))

∫ t

0

e−γ(t−τ)v2(x, τ) dτ − d(φ1(x) − φ2(x))v2(x, t).

Y «r��¡��r����§�£F�)� Ã
w(x, t)

ª�®G¡��­ªdÍx�mªB�r£F§�£FÀ¥�p²r��£F«xª;¤h£F«r²x�x®G�)¬% �£F²9�_�±¡)��£¥²xª ´ ¸x� º¥µ ®F²x� ´ ¸r� Å¥µ�� ] ª7�z²&aT�� �¡��z£F² ¶rÃ¨#�.£F¤_¡a®G�z²*¡)�x®5¡
w(x, t)

ª�®G¡��­ªdÍ9��ª�®G²��z²f¡��pÀ¥�)®F¦J��³f«x®5¡)��£¥²�£F¯
¡)�r�.¯~£F�)§

´ ¹x�%VGµ
w(x, t) =

∫ L

0

K(x, ξ;φ1)F (ξ, t) dξ +

∫ t

0

∫ L

0

K(x, ξ;φ1)γdφ1(ξ)e
−γ(t−τ)w(ξ, τ) dξ dτ,

¨��x�p�)�
K(x, ξ;φ1)

�­ª
®� �£¥²f¡��z²f«x£F«xªh¯~«r²9 j¡��z£F²�£¥²
¡��r��ª)³f«x®G�)�
0 ≤ x, ξ ≤ L. B ��¡ KM = max0≤x,ξ≤L |K(x, ξ;φ1)| ,

µM = max0≤t≤T µ
′(t)

®G²9�
W (t) = ‖w(·, t)‖

ª�£�¡��x®G¡!¨#��£F¤r¡)®G�z²�¯~�)£F§ ´ ¹x� Å¥µ�Ã ´ ¹x�%VGµ ®F²x���U�r��£F�)�p§ ¸r�]¶
¡)�x®5¡

W (t) ≤ LKMdµM (γT + 1) ‖φ1 − φ2‖ + LKMγd ‖φ1‖

∫ t

0

W (τ) dτ.

»¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª1¯~��£¥§ W
�)£F²T¨U®G¦z¦=X ª!�z²r�m³¥«9®G¦z�±¡d¬�¡)�x®5¡

W (t) ≤ LKMdµM (γT + 1) ‖φ1 − φ2‖ e
LKMγd‖φ1‖t,

¯~�)£F§ ¨��r�z a��¡)�r�% �£¥²¥¡)��²T«r��¡d¬�£F¯
B
®G²9��¡)�r�p�)��¯~£¥���

A,
¯~£¥¦�¦z£5¨�ª �

�;£���ªo¡)®F¤r¦z�zª���¡��r��§�£F²x£G¡�£¥²r�­ ���¡d¬*£G¯
A,
®G¢r¢x¦�¬��U�r�p£¥����§ ¸r� ¸ ¡�£�£¥¤_¡)®F��²�¡��9®5¡���¯

φ1(x) ≤ φ2(x)
¡)�r�p²

ut(x, t;φ1) ≥ ut(x, t;φ2).
�U�x�p�)��¯~£F�)� Ã

´ ¹x� W¥µ ∫ T

0

e−γ(T−τ)ut(x, τ ;φ2) dτ ≤

∫ T

0

e−γ(T−τ)ut(x, τ ;φ1) dτ.

< £F¡��Ë¡)�p�)§�ª ®F����¢h£¥ª��±¡)��¿¥��¤T¬ ´ ¹9� º¥µj� �;®2=F�*�)�� p��¢x��£_ p®F¦zª Ã §�«x¦±¡)��¢r¦z¬Ë¤T¬ ¡��x��¢h£¥ª���¡��z¿F��¯=®F j¡)£F� (g′′(x) −

c(x)g′(x))/d
®F²x�*§�£¥²r£G¡)£F²r�­ ���¡d¬�¯~£F¦z¦z£5¨�ª Ã ¨��r�­ a�� �£F§�¢r¦z��¡)��ª#¡)�r��¢r�)£f£F¯ �

�
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A : P → E

N2"�K���� 1�0 � ��; � 
 !R�-6��#1���)*���5��� �3���O� "������&��\3)*"��������,"���)���)@�
�3�3���3;

7 
8�9�:	�; ÇÈ�% �£¥²xª��z�_����® ¤9£¥«r²x�_�m��ª���¡�£F¯;¯~«r²9 j¡��z£F²9ª

P0 = {φ(x) ∈ C[0, L] | 0 < φ(x) ≤ φ0(x), x ∈ [0, L]}

¨��x�p�)�
φ0(x)

�­ª#®  �£¥²¥¡)��²T«r£¥«xª!¯~«r²x j¡)��£¥² � B �p¡ 0 ≤ x1, x2 ≤ L.
����Í9²r�
¡��r�
£F¢h�p�a®5¡)£F�

B
®¥ª!�z² ´ ¹x� ¹fµ ®G²x�

�r��Íx²r�
r(x) = (g′′(x) − c(x)g′(x))/d,

ª�£ ¡��x®G¡
Aφ = r/Bφ.

»¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª#¡��9®5¡

Aφ(x1) −Aφ(x2) =
(r(x1) − r(x2))Bφ(x2) + r(x2)(Bφ(x2) −Bφ(x1))

Bφ(x1)Bφ(x2)
.

�U�x�p�)�!�­ªB®
 �£¥²xªo¡)®G²f¡
C1 > 0

�z²x�_��¢9��²x�_��²¥¡E£F¯
x
®G²x�

φ
ªo«x a��¡��x®G¡

Bφ(x1)Bφ(x2) > C1
®G²x��®� p£F²xªo¡)®F²¥¡

C2 > 0
ª�«x a��¡)�x®5¡ < φ(x) < C2

¡��9®G²J=_ª�¡�£ ´ ¹x�]ºFµj� B �p¡ ωr(h)
¤h�%¡��x��§�£_�_«r¦z«xª�£F¯! �£¥²¥¡)��²T«r��¡d¬�£G¯

r(x)®F²x��¨1��£¥¤_¡)®F��²�¡��x®G¡

´ ¹x� X¥µ
|Aφ(x1) −Aφ(x2)| ≤

ωr(|x1 − x2|)C2 + ‖r‖ |Bφ(x2) −Bφ(x1)|

C1
.

ÇÈ�%ª��x®G¦z¦}ªo�x£5¨|¡��9®5¡�¯~£F��®F²T¬
φ ∈ P0

¡��r�����.��Ä_�­ªd¡aª�®� �£F²9ªd¡a®G²f¡
C3
ª�«x a��¡��x®G¡

|Bφ(x2) −Bφ(x1)| ≤ C3 |x2 − x1| .

�U�x�zªU¯=®¥ j¡ Ã ¡�£FÀ¥��¡)�r�p��¨���¡�� ´ ¹9� XfµjÃ �mªd¡a®G¤r¦z�zª��r�mª#¡��r�.¡)�r�p£¥����§ �
»¼¡�¯~£F¦z¦�£5¨�ªU¯~�)£F§ ¡��r��¢r��£T£F¯=ª�£G¯��U�r��£F�)�p§ ¸x� ¶ ®F²x���U�r�p£¥����§ ¶r� ¶ ¡)�x®5¡

v(x, t) = ut(x, t;φ)
ª�®G¡��­ªdÍ9��ª

¡)�r���z²¥¡)�pÀ¥�)®F¦h�m³f«x®5¡)��£¥²

´ ¹x�z���fµ
v(x, t) = f(x, t) +

∫ t

0

∫ L

0

e−γ(t−τ)K(x, ξ;φ)γdφ(ξ)v(ξ, τ) dξ dτ,

¨��x�p�)�
f(x, t) = µ′(t)k(x). � ¿5®F¦�«x®G¡�� ´ ¹9��� �¥µ ®5¡ x = x1, x2

®F²x��ª�«r¤_¡)�)®¥ j¡U¡�£�£¥¤_¡)®F��²

v(x1, t) − v(x2, t) = µ′(t)(k(x1) − k(x2)) +
∫ t

0

∫ L

0

e−γ(t−τ)(K(x1, ξ;φ) −K(x2, ξ;φ))γdφ(ξ)v(ξ, τ) dξ dτ.
´ ¹x�z�F�mµ

»¼¯
ξ
�zªU¤h��¡d¨#�p��²

x1
®G²x�

x2,
¨#�.§�®3¬*¨�����¡��

K(x1, ξ;φ) −K(x2, ξ;φ) = K(x1, ξ;φ) −K(ξ, ξ;φ) +K(ξ, ξ;φ) −K(x2, ξ;φ).

�U�T«xªU¨#�% p®F²�®F¢r¢r¦z¬�¡��x��§ �m®G²�¿5®G¦z«r�
¡��r��£F�)�p§ ¡)£���®¥ a�*¡)�p�)§ Ã ®FªU¨#�p¦z¦}®Fª#¡�£ ¡)�r��¡�����§
k(x1) − k(x2).

B �p§�§�® ¶_�z� ¬T�z�p¦­�rª�® «r²r��¯~£F�)§©¤9£¥«r²x� Ĉ0
£F²�¡��r�
¯~«r²x �¡��z£F²xª

Kx(x, ξ;φ)
®F²x�

k′(x)
�z²x�_��¢9��²x�_�p²f¡�£G¯

φ.

B ��¡ µM = maxt∈[0,T ] µ
′(t)

®F²x�
C = ‖φ0‖

�B®�=¥�.®F¤xª�£F¦z«_¡��.¿5®G¦z«r��ªU£F¯ ´ ¹x�z�F�mµ ®F²x��¨1�.£F¤r¡)®G�z²

|v(x1, t) − v(x2, t)| ≤ µM Ĉ0 |x1 − x2| +

∫ t

0

2Ĉ0 |x1 − x2| γdCµMLdτ

≤ Ĉ0µM (1 + 2γdCLT ) |x1 − x2| .

»¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª1¡��x®G¡

|Bφ(x1) −Bφ(x2)| ≤

∫ T

0

e−γ(T−τ) |v(x1, t) − v(x2, t)| dτ

≤ T Ĉ0µM (1 + 2γdCLT ) |x1 − x2| ,
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¨��x�z a�� �£¥§ ¢x¦��p¡���ª�¡��r��¢r�)£T£G¯ �
�

¹9� ¸x� �OJLC 	 N�J^>A@=N�>_C����!C�:SEH>A@=CQFG>G>ACZ>9CGND�
F���N�JL>?ND�OJ CQPG:=N�T V
��CIN)CQJLN)T �IV��6V ��	 6J��
8��!R�3�4�3
G�����+��"��,"����J� 	5M����������5�����������+��"��,"������ ��M��&��
8�.�����O"E��� �-��La�
�J�3� �R�+���-���/M
�3��
/0 �������/)�� �3"������ ��������"��O"����R	���
#�����#"���K���
��3� 6+
8�213$U�3! �
� 7 
����R�J��K^� ���3��$S)*�O"���� "E�G�������(�
�J�3
8�R���5"E�/�
�I6J���/"��O"�K�� 	�)*���3�O"����

φ0(x) ∈ C[0, L]
	���
 _ �*"��-� Aφ0(x) ≤ φ0(x), 0 ≤ x ≤ L.

7 
8�9�:	�; »¼¯ ´ »OÁ µ �x®Fª�® ª�£F¦z«_¡��z£F²
φ(x)

Ã ¨1���x®3¿¥��®F¦��)��®¥�_¬ ��² ´ ¹x�]¶Fµ ¡��x®G¡
Aφ = φ

®F²x��¨#��§�®3¬Î¡)®2=F�
φ0 = φ. \ £¥²f¿¥�p�aªo��¦�¬ Ã ª�«r¢r¢h£¥ª���¡��9®5¡*¢h£¥ª��±¡)��¿¥�D �£¥²¥¡)��²T«r£¥«xª ¯~«r²x �¡��z£F² φ0(x)

ª�®G¡��­ªdÍ9��ª�¡)�r�D�z²r��³f«x®F¦���¡d¬

Aφ0(x) ≤ φ0(x). < ¬ ´ ¹9� ¸fµ ¨#�*�x®3¿¥��¡��9®5¡ ¯~£F��®G²T¬A¢h£¥ª���¡��z¿F� φ(x)
®G²x�

x ∈ [0, L], h(x) ≤ Aφ(x).

\ £¥²xª���³f«r�p²f¡)¦�¬ Ã ¡��r��§�£F²x£G¡�£¥²r�­ ���¡d¬�£G¯ A ��§�¢r¦z���mªU¡��9®5¡ A §�®F¢xª#¡��x��£F�a�_�p���z²f¡��p�)¿5®G¦

I = {φ(x) ∈ C[0, L] |h(x) ≤ φ(x) ≤ φ0(x), 0 ≤ x ≤ L}

�z²f¡�£���¡)ª��p¦�¯ � < ¬��U�r��£F�)�p§�ª ¹x�z� ®F²x� ¹x�]¶ ¡��r��£¥¢9���)®G¡�£F� A : I → I
�­ª�®� �£¥²¥¡)��²T«r£¥«xªU§�£F²r£F¡�£¥²r�� �£F§�¢x®¥ j¡

£¥¢9���)®G¡�£¥� � »¼¡.¯~£¥¦�¦z£5¨�ª ´ ª��p��Ï ¹9Ã ¢ ��º�Wr�pÑWµ ¡��x®G¡.¡��r��ª���³f«r�p²9 ���£G¯!��¡����)®G¡��mª
φ0, Aφ0, A

2φ0, . . .
 �£¥²f¿¥�p�)ÀF�mª

¡)£�®�ÍxÄT�m��¢h£F�z²¥¡
φ
£G¯
A,
¨��r�­ a�D®Fª�¨#���9®3¿F�%ª��p�p²Ó��²�¡)�r���z²f¡��)£_�_«x j¡)��£¥²�£G¯E¡)�r�zª
ª��� j¡)��£¥² Ã §�«xªo¡
ª)®5¡)�zªo¯~¬

u(x, T ;φ) = g(x), 0 ≤ x ≤ L. �

] ª�«_Æ� ��z�p²f¡� �£¥²x�_��¡��z£F²�¯~£F�U¡)�r����Ä_�­ªd¡)�p²x p��£G¯B®�ª�£F¦z«_¡��z£F²��­ª�ÀF�z¿F��²�¤T¬�¡)�r�.¯~£F¦z¦�£5¨��z²rÀ ���mªo«x¦±¡ �
�DCQJ CQ:=:S<�JLK �IV �IV ��	a6J��
8��!R�����3
��-������"��O"����J� 	2M��R�����&�2����� 6+
8�-6��3
/�O"���� ��M��&��
8�I�3���O"E��� ��� ������L�	���
I�3��!R�
6��^�/"��,"�K^� �������/�4�����

φ0,
�
�J�#��������"��O"����

g′′(x) − c(x)g′(x)

d
∫ T

0
e−γ(T−τ)µ′(τ) dτ

≤ φ0k(x;φ0)

"E�I�3���,"E��� ���^L �������P�
�J��"���K��3
����(6�
-�213$U��! �
� 7 
����^��� ����$%)*�,"�����;
7 
8�9�:	�; < ¬*�U�x�p£F�)�p§ ¸r�]¶ µ′(t)k(x;φ0) ≤ ut(x, t;φ0),

¯~�)£F§ ¨��r�z a����¡�¯~£F¦z¦�£5¨�ª#¡)�x®5¡

Aφ0 =
g′′(x) − c(x)g′(x)

d
∫ T

0
e−γ(T−τ)ut(x, τ ;φ0) dτ

≤
g′′(x) − c(x)g′(x)

d
∫ T

0
e−γ(T−τ)µ′(τ) dτ k(x;φ0)

≤ φ0.

¾ �p²x p�%�U�r�p£¥����§ ¹x� ¸ ®G¢r¢r¦z�z��ª �
�

�U�x��¯~£¥¦�¦z£5¨��z²rÀ \ £F�)£F¦z¦z®F��¬��­ªU«xªo�p¯~«r¦@¯~£¥�� �£F§�¢r«r¡)®5¡)��£¥²x®G¦@¢x«r��¢h£¥ª���ª �
�DCQJ CQ:=:S<�JLK �IV	�!V �
	a�����a"���K^�3
��3� 6�
8�51�$���! �
� 7 
T�J��� �(�3��$%)*�O"����JL �
�J�3�G�
�J�a�3��\�)��3�����T�'	a"��4�3
8�������

h, Ah, A2h, . . .������K���
ON]���I�����R�3��$%)*�,"����Z�'	 �
� 7 
2;
7 
8�9�:	�; »¼¯

φ
�zª ®Óª�£F¦z«_¡)��£¥² Ã ¡��x�p²

φ
�­ª�®�ÍrÄ_�m�Ë¢h£F�z²¥¡�£G¯

A
®G²x� Ã ®Fª���²Ð�U�r�p£¥����§ ¹x� ¸rÃ ¨#�*�x®3¿¥��¡��9®5¡

h(x) ≤ φ(x). \ £F²xª���³f«r��²¥¡)¦�¬ Ã ¡��r� �±¡)�p�a®5¡)��ª Anh
®F��� ®G¦z¦7¤9£¥«r²x�_�m�D¤T¬

φ
®G²9�Óª�£*¤T¬�¡��r�� �£¥§�¢x®F �¡�²r�mª�ª

®F²x��§ £¥²r£G¡)£F²r�­ ���¡d¬�£F¯
A,
¡��r�.��¡����)®G¡���ª� p£F²T¿F����À¥��¡)£�® ª�£F¦z«_¡)��£¥²�£F¯ ´ »OÁ µj�

�

»¼¡1�zª1 �£F²9 ��p�z¿5®G¤r¦z�U¡��9®5¡�¡)�r����¡��p�a®5¡)��ªE£F¯J¡��r��¦­®Fªo¡1 p£F�)£F¦z¦z®F��¬�§��zÀF�f¡1 �£¥²T¿F�p�)ÀF�1¡�£�®�ªo£¥¦�«_¡)��£¥² ���
�J�3
 ¡)�x®G²
¡)�r�%ª�£F¦z«_¡��z£F²

φ.
¾ £5¨#�p¿¥�p� Ã ¨#��ªo�x£5¨|¡��9®5¡U¡��r�­ª��­ª�²r£F¡#¡)�r�% p®¥ªo� Ã ªo�z²x p�.ª�£F¦z«_¡)��£¥²xª#¡�£ ´ »OÁ µ ®G�)�.«r²r�­³¥«x� �

��CIN)CQJLN)T �IV�
6V �
	 6���
8��! �3����
 �����+��"�������� 	5M��.���+�.�2���4�G��������"��O"����J� ��M��#��
8�(�3���,"E� � ���^L �
�J�3� �
�J�("���K^�3
��3�
6+
8�213$U�3! ��� 7 
G�J���.��� !R�^�/�T�����.�3��$%)*�,"����+;
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7 
8�9�:	�; a_«r¢r¢h£¥ª���¡��9®5¡

φ1
®G²x�

φ2
®G�)��¡d¨#£��_�­ªd¡)��²9 j¡#ª�£F¦z«_¡)��£¥²xª�¡)£ ´ »OÁ µjÃ ¡��9®5¡1�­ª Ã ��¯

ui(x, t) = u(x, t;φi),

i = 1, 2,
¡��x�p²

u1(x, T ) = u2(x, T ). ] ª�¨#��ª�®3¨���®F��¦z����� Ã �±¡��­ª�®F¦zª�£�¡��x�� p®¥ªo�.¡)�x®5¡ Aφi = φi, i = 1, 2.�U�x�p�)�.®F���
¡d¨#£�¢9£fª�ª��z¤r��¦z��¡��z��ª�ÂE�p��¡��r����£F²r�.¯~«x²x j¡)��£¥² Ã ª)®3¬
φ1,

�­ª�¤h£F«r²9�_����®G¤h£5¿F�.¤T¬
φ2
£¥²*¡)�r�%�z²f¡��p�)¿5®G¦

[0, L],
£¥�

φ1(x) − φ2(x)
�x®Fª ¤h£G¡��Ð¢h£¥ª��±¡)��¿¥��®G²9�Ë²r��À¥®5¡)��¿¥��¿5®F¦�«r�mª � »O²�¡��r��ª��� p£F²x�Ë �®Fª�� Ã ¯~£¥��§ ¡)�r�

¯~«x²x j¡)��£¥²

φ3(x) = min{φ1(x), φ2(x)}.
�U�x�p²

φ3(x) ≤ φ1(x)
®F²x�

φ3(x) ≤ φ2(x)
£¥²%¡��x�#�z²f¡�����¿5®G¦

[0, L],
ª�£�¤T¬�§�£F²x£G¡�£¥²r�­ ���¡d¬
£F¯

A, Aφ3 ≤ φ3.»¼¡
¯~£F¦z¦z£5¨�ª�¯~�)£F§É¡��x��¢r�)£T£G¯�£F¯1�U�r�p£¥����§ ¹9� ¸ ¡��x®G¡�¡)�r� �±¡)�p�a®5¡��mª
φ3, Aφ3, A

2φ3, . . .
¯~£¥��§ ®��_�� p���m®Fª���²xÀ

ª���³f«r��²x ���£F¯U¯~«r²x j¡)��£¥²xª  �£F²T¿¥�p�)ÀF�z²rÀ*¡)£Ó®Dª�£F¦z«_¡��z£F²
φ4
¡)£ ´ »OÁ µ ¨��r�­ a�Î�zª�¤9£¥«r²x�_�m�Ë®G¤h£5¿F��¤T¬È��®F a� £F¯

φ1, φ2, φ3.
aT£�¨#�%£F¤_¡a®G�z²�¡��r��Íx�)ªo¡� �®Fª��.¯~£F��¡)�r�%¯~«r²9 j¡��z£F²9ª

φ4(x)
®F²x�

φ2(x).
»¼¡��)�p§�®F��²xª�¡�£* p£F²xª��z�r�p�

¡)�r�.Íx�aªd¡� �®Fª�� �
»O²È¡)�r�zª� p®Fª����±¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª
¯~�)£F§Ì�U�x�p£F�)�p§ ¸r� ¸ ¡)�x®5¡

u2(x, t) ≤ u1(x, t)
£F²

QT . ] ª%��² ¡)�r��¢r�)£f£F¯1£F¯�U�x�p£F�)�p§ ¸r� ¸rÃ ª���¡
Uk =

∫ t

0
e−γ(t−τ)uk(x, τ) dτ, k = 1, 2, w = u1 − u2

®G²9�
W = U1 − U2.

ÇA�
£¥¤_¡)®F��²�¡��9®5¡

w(x, t)
ª�£F¦z¿F�mª1¡��r���m³¥«9®5¡��z£F²

´ ¹x�z�m¶¥µ
−wxx + c(x)wx + dφ1(x)w − dφ1(x)γ

∫ t

0

e−γ(t−τ)w(x, τ) dτ = d(φ2(x) − φ1(x))(U2)t.

¨���¡�� �r£F§�£¥ÀF�p²x�p£F«9ª%¤h£F«r²x�x®G�)¬  p£F²x�r�±¡)��£¥²xª ´ ¶_�z�F�3µ ®G²9� ´ ¶r���3¶Fµ�� »¼¡��­ª��m®Fª���¦z¬Îªo���p²Î¡)�x®5¡
U2
�­ª ®F¦zª�£A®

ª�£F¦z«_¡)��£¥².¡�£ ´ ¸r�]¶Fµ ¯~£F�
φ = φ2

¡��9®5¡;ª)®5¡)�zªoÍx��ª}¡��r�!¤9£¥«r²x�r®F��¬
 �£F²9�_�±¡)��£¥²xª
U2(0, t) =

∫ t

0 e
−γ(t−τ)µ(τ) dτ ≡

M(t)
®G²x�

U2(L, t) + β(U2)x(L, t) = 0.
Ò ¤xª��p�)¿F��¡��x®G¡

M(0) = 0
®F²x�

U2(x, 0) = 0. ] ¦zª�£ Ã

M ′(t) = µ(t) − γ

∫ t

0

e−γ(t−τ)µ(τ) dτ =

∫ t

0

e−γ(t−τ)µ′(τ) dτ,

ª��z²x ��
µ(0) = 0.

ÁE®G�a®G§���¡)�p�� �£¥²x�_��¡��z£F² º ���m³¥«x���)��ª
µ′(t) > 0

¯~£F�
t > 0.

»¼¡�¯~£F¦z¦�£5¨�ª#¡)�x®5¡
M ′(t) > 0

¯~£¥�

t > 0.
�U�r��£F�)�p§ ¸r�]¶ �z§�¢r¦��z��ª�¡��9®5¡

(U2)t(x, t) ≥ M ′(t)k(x) > 0
¯~£F�

t > 0.
[ £5¨ �p¿5®F¦�«x®G¡�� ´ ¹x�z�m¶¥µ ®5¡

t = T.
�U�r�.¦��p¯W¡��x®G²9��ª��z�r���zªU�m³¥«9®G¦J¡�£

−dφ1(x)γ

∫ T

0

e−γ(T−τ)w(x, τ) dτ ≤ 0, x ∈ [0, L]

ª��z²x ��
w(x, T ) = 0,

¤r«_¡�¡��r�����zÀF�f¡%�x®F²x�Ëª��z�_�*�zª�¢9£fªo��¡��z¿F��¯~£F��ª�£F§��
x ∈ [0, L].

�U�r�­ª  �£F²f¡)�)®¥�_�z �¡��z£F²
¢x��£5¿¥��ª#«r²r�­³f«r�p²r�mª�ª �

�

�U�x�p�)���)�p§�®G�z²xª!¡��r�
§�®5¡o¡)�p�#£G¯}¡)�r�.ªd¡a®G¤r�z¦���¡d¬�£G¯@¡)�r�.��²T¿¥�p�aªo��¢x��£¥¤r¦���§ ´ »OÁ µ�� �U�r��¯~£¥¦�¦z£5¨��z²rÀ��pÄ_®F§�¢r¦��
ª��r£5¨�ª1¡��9®5¡ ´ »OÁ µ �zªU²x£G¡�ªo¡)®G¤x¦�� �

���!<�T 	R:SN �IV��!V B �p¡ φ0(x) = 1
®F²x���_�pÍx²r�1®F²%«r²T¤h£F«r²x�r���%ª���³f«r��²x ��1£G¯x �£¥²f¡��z²f«x£F«xª@¢h£¥ª���¡��z¿F��¯~«x²x j¡)��£¥²xª

φn(x)
®Fª!¯~£F¦z¦�£5¨�ª�Â

φn(x) = 1
¯~£F�

x
£¥«_¡)ª��z�r�
®F²���²f¡)�p�)¿3®F¦J£G¯
¨��­�T¡��

1/(n+ 1)2
 p�p²f¡������m��®5¡

1/2.
»O²9ªo�­�_�

¡)�r�­ª��z²f¡��p�)¿5®G¦ Ã ¦z��¡
φn(x)

¤h�*®�¦��z²r�m®G��ª�¢r��=F��¨���¡��Ë¢h��®2=A£F¯�®G¦�¡���¡�«x�_�
(n + 2)

 ��p²f¡)�p�)���Î®5¡
1/2.

` ®�=¥�
®F²T¬� a�r£¥�z p��£F¯E¡��r������§�®F��²x��²rÀ*¢x®G�a®G§���¡)�p�aªU¡��9®5¡�ª�®G¡��­ªdÍx�mª�¢x®F�)®F§���¡����� p£F²x�_��¡��z£F²9ª ¶ Ê År� B ��¡ un(x, t) =

u(x, t;φn), n = 0, 1, . . . . � ®F a��¯~«r²x �¡��z£F² un(x, t)
ª�®G¡��­ªdÍ9��ª ´ ¸r�]¶Fµj� B ��¡ wn(x, t) = u0(x, t) − unx, t),

n = 1, 2, . . . .
aT«r¤r¡��a®F j¡E¡)�r��ª����m³¥«9®5¡��z£F²9ª7¯~£F�

u0
®F²x�

un
®F²x�����m®G�)�)®F²rÀF�!¡�����§�ªE¡)£�£F¤_¡a®G�z²�¡��x®G¡

wn(x, t)ª)®5¡)�zªoÍx�mª#¡��r���m³¥«9®5¡��z£F²

−(wn)xx + c(x)(wn)x + dφ0(x)wn = F (x, t) + γdφ0(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)wn(x, τ) dτ
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F (x, t) = d(φ0(x) − φn(x))

{
γ

∫ t

0

e−γ(t−τ)un(x, τ) dτ − un(x, t)

}
.

�U�x�%¯~«r²x �¡��z£F²
wn(x, t)

®F¦zª�£*ª)®5¡��­ªoÍx��ª��r£F§�£¥ÀF�p²x�p£F«9ª�¤9£¥«r²x�r®F��¬� �£¥²x�_��¡��z£F²xª
wn(0) = 0

®F²x�
wn(L) +

β(wn)x(L) = 0.
»¼¡�¯~£¥¦�¦z£5¨�ª#¡��x®G¡

wn
ª�®G¡��­ªdÍx�mª#¡��r���z²f¡���ÀF�a®G¦J��³f«x®G¡��z£F²

´ ¹x�z��¸fµ
wn(x, t) =

∫ L

0

K(x, ξ;φ0)

{
F (x, t) + γdφ0(x)

∫ t

0

e−γ(t−τ)wn(x, τ) dτ

} �
ξ

a_��²x p��¢x®F�)®F§ �p¡����J p£F²x�r�±¡)��£¥²xª � Ê Å ®G�)��ª�®G¡��­ªdÍ9��� Ã ¨1�E§�®3¬�®F¢r¢r¦z¬��U�r��£F�)�p§ ¸x� ¸ ¡)£�£F¤_¡a®G�z²
¡��x®G¡
ut(x, t;φn) ≤

ut(x, t;φ0)
¯~£¥�

(x, t) ∈ QT .
»O²f¡)�pÀF�a®5¡)�%¡)�r�zª
�z²r��³f«x®F¦���¡d¬�¯~��£¥§

0
¡)£
t
®F²x��¨#��£¥¤_¡)®F��²Ó¡��x®G¡

un(x, t) ≤

u0(x, t)
¯~£F�

(x, t) ∈ QT . B ��¡ KC = max0≤x,ξ≤LK(x, ξ;φ0)
®F²x�

KU = max(x,t)∈QT
u0(x, t).

[ £F¡��
¡)�x®5¡

|φ0(x) − φn(x)| ≤ n + 1
®G²x�Ð¡)�x®5¡�¡��r�­ª��_�±°J�p�)�p²9 ��D¿5®G²x�zª��r��ª*£F«_¡aªo�­�_�È®G² �z²¥¡)�p�)¿5®G¦�£F¯�¨��z�T¡)�

1/(n+1)2.
�B®�=¥��®G¤xª�£F¦z«_¡���¿5®F¦�«r�mª7£G¯J¤9£F¡���ª��z�_�mªE£G¯ ´ ¹9���m¸¥µ�Ã ����¿F���)ª��1£¥�)�r�p�E£G¯J�z²¥¡)�pÀ¥�)®G¡��z£F²��z² ¡��r��ªo�m �£F²9�

¡)�p�)§ ®F²x�*¨#�.£F¤_¡a®G�z²*¡)�x®5¡

|wn(x, t)| ≤
dKC (γTKU +KU )

n+ 1
+ γdKCL

∫ t

0

|wn(x, τ)| dτ.

] ²�®G¢r¢r¦z�­ p®5¡)��£¥²�£F¯RW
�)£F²T¨U®G¦z¦=X ª#��²r�m³f«x®G¦z�±¡d¬*¬f�z�p¦­�rª#¡)�x®5¡

|wn(x, t)| ≤
dKCKU (γT + 1)

n+ 1
eγdKCLt ≤

dKCKU (γT + 1) eγdKCLT

n+ 1
.

�U�x��¦z®G¡o¡�����¡�����§ ¡���²x�rªU¡)£
0
®Fª
n → ∞.

�U�x�p�)��¯~£F�)� Ã ¡)�r��¯~«r²9 j¡��z£F²9ª
un(x, T ) = u(x, T ;φn)

 p£F²T¿F����À¥�
¡)£
u0(x, t) = u(x, t;φ0)

«r²x�±¯~£¥��§�¦z¬�£F²
[0, L],

¬F�p¡
‖φn − φ0‖ = n

¡)�p²x�xªU¡�£
∞
¨���¡��

n.

º_��� � 	 .x�@�~��4I5 7��!4�	���5%. �
»O²�¡��x�zª�ª��� �¡��z£F²�¨1��ª��r£5¨|¡)�x®5¡U¡��x����²T¿F���)ª���¢x��£¥¤r¦���§ ´ »OÁ µ �zª�®F§��p²x®F¤r¦���¡�£�²T«r§��p�)�­ p®G¦@ p£F§�¢r«_¡a®5¡��z£F²

«x²x�_�p��§�£_�_��ªo¡����mªd¡)���­ j¡)��£¥²xª�£F²|¡)�r�È¢x®G�a®G§���¡)�p�aª Ã ®G²x��¢r�)��ª��p²f¡�®�¯~�p¨Ì��Är®G§�¢r¦z�È �®G¦­ �«r¦­®5¡)��£¥²xª � ÇA�
 p£F²_Í9²r��£¥«r�� p®F¦z p«r¦z®G¡��z£F²xª�¡)£*¡)�r� ¯~«r²x j¡)��£¥²

u(x, t)
��²A¡��x��ª�£F¦z«_¡)��£¥²Ó¢x®F���

u, a
£G¯ ´ »OÁ µ�Ã ªo�z²x p�

a(x, t)
�zª

�m®Fª���¦z¬��)�� p£5¿F�p�)����¯~��£¥§
u(x, t)

¤T¬ ´ ¸r�z�mµ��

ºr���¥� �É��EGTUN�J @SB%<�:7�6B^CIN)TUN
� CQJD<�FÎ� F+>AN@?�J Cx')( @
A N�J N)F+>A@=<�:7�����-VSV ÇÈ��Íx�aªd¡!�_��¿F��¦�£¥¢�®F²���²f¡)�pÀF�)£GÊ
�r�±°J�p�)�p²f¡��­®G¦�Ê < ��Á�ª�£F¦z¿F����¨��r�­ a�A �®G²Ó�9®G²x�_¦z�%¡)�r��ÀF��²r�p�a®G¦;¤9£¥«r²x�r®F��¬�¿5®G¦z«r��¢r��£¥¤r¦z�p§ ´ ¶r� VFµl½ ´ ¶_� X¥µ�� ÇA�
®¥ª�ª�«r§���¡��x®G¡�®F¦�¦U¡)�r���T¬T¢h£G¡��x��ª���ª £G¯.�U�r�p£¥����§ ¶r� ¶ ®G�)�*§��p¡ Ã ¡��x®G¡ �­ª Ã

β, γ
®G²x�

q(x)
®F����¢h£¥ª��±¡)��¿¥� Ã

F (x, t)
®G²9�

µ(t)
²r£F²_Ê¼²r��À¥®5¡)��¿¥��®G²x��®G¦z¦!¯~«r²9 j¡��z£F²9ª� p£F²f¡��z²T«r£F«xª � B ��¡ u(x, t) ¤9��¡��x��ª�£F¦z«_¡��z£F²Î¡)£Ó¤h� p£F§�¢r«_¡)��� Ã ®G²x���_��Í9²r�

´ º_�z�mµ
U(x, t) =

∫ t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ.

B ��¡ ∆x = L/M
®G²x�

∆t = T/N
¤9��ªo¡��p¢ ª��U����ª���²

x
®G²x�

t
¡�£ ¤h��«xª���� �z²Ë¡��x���r�zª) ��)��¡)�U�m®5¡��z£F²�£G¯

¡)�r�­ªU¢r��£¥¤r¦z�p§ Ã ¨��r�p�)�
M
®G²x�

N
®G�)��¢h£¥ª���¡��z¿F�
��²f¡���ÀF���)ª � ÇÈ�.¿T����¨ ´ ¶r� VFµ ®F²x� ´ º_�z�mµ ®FªU®G²��p¿F£¥¦�«r¡��z£F²x®F��¬

ª�¬_ªd¡)�p§ �z²�¡��r�#«r²J=T²r£5¨�²9ª
u
®G²x�

U.
�U�r�1�p¿¥£F¦z«_¡��z£F²x®F��¬
®Fª�¢9�m j¡B£G¯

U
�­ª
§�®F�r�1 �¦z��®F�����}¤T¬
¡��r�#£F¤xª��p�)¿5®5¡)��£¥²
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¡)�x®5¡

U(x, t) =

∫ t−∆t

0

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ +

∫ t

t−∆t

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ
´ ºr� ¶¥µ

= e−γ∆tU(x, t− ∆t) +

∫ t

t−∆t

e−γ(t−τ)u(x, τ) dτ.

[ £5¨ ª���¡
tn = n∆t, n = 1, 2, . . .N

®G²9�
xk = k∆x, k = 1, 2, . . .M.

����Íx²x�
pk = p(k∆x), qk =

q(k∆x), µn = µ(n∆t)
®F²x�

Fk,n = F (k∆x, n∆t). B �U=¥�p¨��­ªo�1£F«r�7®G¢x¢r��£3Ä_�z§�®5¡��z£F²9ªJ¡��r�#��Är®¥ j¡Bª�£F¦z«_¡)��£¥²xª®F���

uk,n ≈ u(xk , tn) = u(k∆x, n∆t)

Uk,n ≈ U(xk , tn) = U(k∆x, n∆t)

ÇÈ��ª��x®G¦z¦}£¥¤_¡)®F��²�ª��� �£¥²x��£F�a�_�p��®¥ p p«r�)®G¡���®G¢x¢r��£3Ä_�z§�®5¡��z£F²9ª ´ �z²�¤9£F¡��
∆x

®G²9�
∆t
µ ¡)£�¡��x��ª���¿3®F���­®G¤x¦��mª �

�U�x�p�)��¯~£F�)� Ã ¨#�D«xª��A p�p²f¡������m��Í9�)ªo¡�®F²x� ªo�m �£¥²x� �_��°h������²x ��mª�¡�£ �_�zª) ��)��¡)�U��� ´ ¶r� VFµ ®G²9� ® ¡��a®G¢h�3��£F�­�r®G¦
§��p¡��r£_��¡�£��_�­ª� p���p¡����p� ´ ºr� ¶¥µj� �U�r�����.�)��ª�«r¦�¡)ª#¡��x�%ªo¬_ªo¡��p§
´ º_� ¸¥µ

−

(
1 + pk

∆x

2

)
uk−1,n +

{
2 + (∆x)2qk

(
1 −

γ∆t

2

)}
uk,n −

(
1 − pk

∆x

2

)
uk+1,n = Gk,n,

¨��x�p�)�

´ º_� ¹fµ
Gk,n = (∆x)2

{
Fk,n + γe−γ∆tqk

(
Uk,n−1 +

∆t

2
uk,n−1

)}
.

ÇÈ�%®G¦­ª�£�£¥¤_¡)®F��²

´ º_�]ºFµ
Uk,n = e−γ∆tUk,n−1 +

∆t

2
e−γ∆t (uk,n−1 + uk,n) .

�U�x��ª����m³¥«9®5¡��z£F²9ª
®¥ p p£F«r²f¡
¯~£F�
¡��r���z²f¡��p�)�z£F�
²r£_�_��ª
(xk , tn), k = 1, . . . ,M

®G²9�
n = 1, 2, . . .N.

�U�r�
¡)�p�)§�ª

u0,n
®G²9�

uM+1,n
®G�)�1��¦��z§���²9®5¡��m��¤T¬%«9ªo�z²rÀ�¡��r��¤h£F«r²9�r®G�)¬% �£¥²x�_��¡��z£F²xª � �U�r�U�z²f¡��pÀ¥��£FÊ¼�r�±°J�p�)�p²f¡��­®G¦

¤h£F«x²x�r®G�)¬ ¿3®F¦�«x��¢r�)£F¤r¦z�p§��­ª�²r£5¨ ª�£F¦z¿F����¤T¬�ªo�z²rÀ¥¦���ªo¡���¢�§�®G�a a�r�z²rÀ%§���¡)�r£_� Ã ¨��x�z a���­ª1��Ä_¢r¦z�z p�±¡#��²�¡)��§��
®F²x���z§�¢r¦��­ ���¡��z²Aª�¢x®¥ �� � �U�r� < ��Á ®G¦zÀF£¥����¡��r§É p®F²D¤9� �_��ª) ��)�z¤9�m�D®Fª�¯~£F¦z¦�£5¨�ª�ÂUÀF�z¿F�p²�¿5®F¦�«r�mª�£F¯ U, u ®5¡¡)�r�

(n − 1)
Êl¡��È¡��z§���¦���¿F��¦ Ã ªo£¥¦�¿¥� ¡��r��¦z��²x��®G��ªo¬_ªo¡��p§ ´ ºr� ¸¥µ¼½ ´ º_� ¹fµ ¯~£F�%¿5®F¦�«r�mª�£G¯

u
®G¡�¡��r�

n
Êl¡��Î¦z�p¿¥�p¦ Ã

¡)�r�p²�«9ªo� ´ ºr� º¥µ ¡�£�ª�£F¦z¿F�.��Ä_¢r¦z�­ ���¡�¦z¬�¯~£F�
U
®G¡�¡��r�

n
Êl¡���¦z�p¿¥�p¦ � �U�r�%ª�£F¦z¿3®F¤r�z¦���¡d¬�£G¯B¡��x�zª�ªo¬_ªo¡��p§ ��§�¢h£¥ª���ª

ª�£F§��%ªo¡)®F¤r��¦z��¡d¬��)��ªo¡��)�z �¡��z£F²xª Ã ²x®F§��p¦z¬�¡��9®5¡
∆t < 2/γ

®G²x�
∆x < 2/ ‖p‖ .

Ç �±¡)��¡��r�mªo�����mªd¡)���­ j¡)��£¥²xª Ã �±¡
 �®G²�¤h��ªo�x£5¨�²*¡)�x®5¡�¡)�r� < ��Á|®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§  p£F²T¿F����À¥��ª1¡�£�¡)�r��ª�£F¦z«_¡��z£F²�¨���¡���¡��)«r²x �®5¡)��£¥²������)£F�aª#��²���¿F��²¢h£5¨#�p�aª�£G¯
¡��r�.ªd¡)�p¢�ªo���p�mª Ã ªo£�¡��x®G¡#��¡��zª#ª��� �£¥²x��£¥�)�_���1�z²*ªo¡���¢�ª��U����ª � �U�x�p�)��¯~£F�)� Ã ¡��x�
®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§  �®G²�¤9�
 p£F§�¢r«_¡)���A®5¡%ªd¡)�p¢È®G²x�Ó�x®G¦�¯#ªo¡���¢Aª��U����ª Ã ¯~£F¦z¦�£5¨#����¤T¬D®�ªo�z²rÀ¥¦���ªd¡)�p¢A£G¯ ^ �z a�x®F�)�xªo£¥²���ÄT¡��a®G¢h£F¦­®5¡)��£¥²�¡�£¬T�z�p¦­��®�¯~£¥«r��¡���£F�a�_�p�U§���¡)�r£_� �

ºr� ¶r� � F � :�?�C�J @
> CIT � C�JÎ� 	 N�J <*>ACQJË�;<�:SB�EG:S<J>A@SC�FG>�V »¼¯U£¥²r��®Fª)ªo«x§ �mª.��Är®F �¡��r®5¡a® Ã �_�zª) ��)��¡)�U�m®5¡)��£¥²
£F¯1¡)�r��£F¢h�p�a®5¡)£F�

A
�­ª�¿F����¬Aªd¡)�)®F��À¥�¥¡�¯~£F�)¨#®F�)� �_Y �z�)ªo¡ Ã �_�zª) ��)��¡)�U��� ¡��r�*�x®5¡)®�¯~«r²9 j¡��z£F²

g
®F²x� ®G�)ÀF«r§��p²f¡

¯~«x²x j¡)��£¥²
φ
¿T�­®

gk = g(k∆x), k = 0, 1, . . .M+1,
®F²x�

φk = φ(k∆x), k = 1, 2, . . . ,M.
[ �pÄT¡ Ã £¥¤xªo����¿¥�

¡)�x®5¡
v(x, t) = ut(x, t)

ª�®G¡��­ªdÍx�mª�¡��r� ��³f«x®G¡��z£F² ´ ¸r� ¹fµ�Ã ¡�£¥ÀF��¡)�r�p�
¨���¡��È¤9£¥«r²x�r®F��¬D p£F²x�_��¡��z£F²9ª
v(0, t) =

µ′(t)
®F²x�

v(L, t) + βvx(L, t) = 0,
ª�£�¡��x®G¡.¡��r��¯~«r²9 j¡��z£F²

V (x, t) =)
∫ t

0 e
−γ(t−τ)ut(x, τ) dτ

 p®F²A¤h�
®F¢r¢r�)£3Ä_��§�®5¡)���*¤f¬�¡��r��£¥«_¡�¢r«r¡�£G¯B¡��r� < ��Á ®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§ Ã ®F¢r¢r¦z���m��¡�£ v(x, t), �)��ª�«r¦�¡��z²rÀ���²�®G¢x¢r��£3Ä_�z§�®5¡��
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������������&��'	(��)���*�	� ÷ �

²x£T�r��¿3®F¦�«x��ª
Vk,N .

W
��¿¥�p²�®G²�®G�)ÀF«r§���²¥¡
Φ = (φ1, . . . , φM ),

¡)�r�%�_�­ª� p���p¡����p����£F¢h�p�a®5¡)£F�#�zª�ÀF�z¿F�p²�¤T¬

´ º_� Å¥µ
(AMΦ)k =

(1 + ck
∆x
2 )gk−1 − 2gk + (1 − ck

∆x
2 )gk+1

dVk,N (∆x)2

¨��x�z a� �­ª�¿5®G¦z�­�Ð¯~£F�
k = 1, 2, . . .M.

�U�r�­ª*�)��³f«r�z�)��ª�®Î¿5®G¦z«r��¯~£¥�
gM+1,

¨��r�z a�| p£F«r¦­� ¤h�D£F¤_¡a®G�z²r���
¤T¬A«xªo�z²rÀ�¡)�r���x«_ÄÎ �£¥²x�_��¡��z£F²È¡��9®5¡

g(x)
ª�®G¡��­ªdÍx�mª%®5¡�¡)�r���)��À¥�f¡%�p²x�_¢h£F�z²f¡�®G²9�È®� p�p²f¡������m� �_�±°J�p�)�p²9 ��

�r�zª) ��)��¡)�U�m®5¡��z£F²Ð£G¯
g(M∆x) + βg′(M∆x) = 0.

»¼¡*®F¦zª�£ ���m³f«r���)��ª
g0,

¨��x�z a�Ð�zª*�_��¡)�p�)§ �z²r�m� ¤T¬�¡��r�
¤h£F«x²x�r®G�)¬Ë �£¥²x�_��¡��z£F²

g(0) = µ(T ).
ÇÈ�� �®G² ²r£5¨©«xª�� \ £¥��£¥¦�¦­®G�)¬ ¹x�]º ¡)£ �r�p¿T�zª���®Aª���§�¢r¦z��§���¡��x£T� Ã¨��x�z a� ¨1�*¡��p�)§ ¡��x��»OÁ�®G¦zÀF£¥����¡��r§ Ã ¯~£¥�  p£F§�¢r«_¡)��²rÀA¡��x��ª�£F¦z«_¡��z£F²Ë¡�£A¡��r����²T¿¥�p�aªo��¢r��£¥¤r¦z�p§�Â�¦z��¡ ¡��r�

�z²r��¡��­®G¦;ÀF«r�mª�ª
Φ0
¤9��¡)�r���_�­ª) ��)��¡�����®G¡��z£F²�£G¯

h(x)
®Fª��_�pÍx²r�m����² ´ ¹x� ¸¥µ�� �U�r��²�«xª��.ÍrÄ_����¢h£F�z²¥¡��±¡)�p�a®5¡��z£F²

£F¯ ´ º_� Å¥µ «r²f¡��z¦! �£¥²f¿¥�p�)ÀF��²x �� � ÇA���z¦�¦z«xªo¡��a®5¡�� ¡)�r��»OÁ ®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§ ��²A¡��x��¯~£¥¦�¦z£5¨��z²rÀ*¡)�r�)�p����Är®G§�¢r¦z��ª � »O²
¡)�r��ª��U��Är®G§�¢r¦z��ª Ã ¨#�# p£F²xª��­�_�p�B¡��x���_���)�� �¡E¢r��£¥¤r¦z�p§ ´ �F�z�mµ Ê ´ �¥� º¥µ �z² �±¡aª7��³f«r�z¿3®F¦���²f¡B¯~£¥��§ ®Fª;¡��r��¤h£F«x²x�r®G�)¬
¿5®F¦�«r�.¢r�)£F¤x¦���§ ´ ¸x� ¶¥µjÃ ´ �F� ¸¥µ ®G²x� ´ �¥� ¹Tµj�

ºr� ¸x� � �!<�T 	G:=N�>%V ÇÈ�D �£¥²x �¦z«x�_��¨���¡�� ¡)�r��¯~£F¦z¦z£5¨���²rÀ �pÄ_®F§�¢r¦��mª Ã ¨��r�­ a� ��¦z¦z«xªd¡)�)®G¡���¡)�x®5¡�¡)�r�D�z²T¿F�p�aª��
¢x��£¥¤r¦���§ ´ »OÁ µ  �®G²�¤9��ª�£F¦z¿F�m��²T«r§��p�)�z �®G¦z¦�¬�¨���¡��r£¥«_¡��_��Æ� �«r¦�¡d¬�«xª���²xÀ�¡)�r��®G¦zÀF£F�)��¡��r§ ¨#���9®3¿F�
£F«_¡)¦��z²r���
®F¤9£5¿¥� Ã ¢x��£5¿T�­�_����¡��9®5¡!¡)�r��¿5®G�)�z£F«xª��x®5¡)®�®F²x��¢x®F�)®F§ �p¡����E�f¬T¢h£G¡)�r��ª���ª�¡��x®G¡!¨1���x®3¿F��ª�¢9�m ���Íx����®F����§��p¡ Ã
®F²x� ¡��9®5¡�¡)�r��²r£¥�zª���¦���¿F��¦x�­ªE²r£G¡!¡�£T£%ÀF�)��®G¡ � �U�r��ª����)��ª�«r¦±¡aªE¨#�p�)��ÀF�p²x�p�a®5¡��m��«9ªo�z²rÀ ` ] � BI] < � �E���)ª��z£F²xª£F¯;¡)�r�.¢r�)£FÀF�a®G§�ª#«xª����� p®F²�¤h��£F¤_¡a®G�z²r����¯~�)£F§ ¡)�r�%®G«r¡��r£¥�)ª ´ � � À � ¡)ª��r£F�)��ª���§�®5¡)� � «x²r¦ � ���r« µj�

���!<�T 	R:SN �	VO�QV »O² ¡��x�zª*��Är®G§�¢r¦z� Ã ¨#��¦��p¡
L = 2, T = 2, γ = β = 1, c(x) = 1 + cos(3x)/3,

φ(x) = 2 − x/2 + x2 sin(3x)/3
®G²x�

µ(t) = (1 − e−αt)/α,
¨��x�p�)�

α > 0.
»¼¡
�­ª���®Fª��z¦�¬�¿F������Íx�m��¡��x®G¡

¢9®G�a®G§���¡)�p�� �£¥²x�_��¡��z£F²xª ¶ Ê º ®G�)��ª)®5¡)�zªoÍx�m� � Á7®F�)®F§���¡����� �£F²9�_�±¡)��£¥² Å ¢r�)��ª��p²f¡aª ª�£F§����_��Æ� �«r¦�¡d¬ � Ò ²r�
 �®G²� a�x�� �=A¡��x®G¡�¡��x���_�z¿T�z�_�z²rÀA¢9£¥��²f¡

α0
�zª ®G¤h£F«_¡

0.2031.
Y £F��¿5®F¦�«r�mª�¦z��ª)ª�¡)�x®G²

α0,
 �£¥²x�_��¡��z£F² Å �­ª

ª)®5¡)�zªoÍx�m� Ã ®F²x��¯~£F�!¦­®G�)ÀF���7¿3®F¦�«x��ª Ã ��¡�¯=®G�z¦zª � ÇA��¡���ªo¡�¡d¨#£�¿5®G¦z«r��ª Ã ²x®F§��p¦z¬
α = 0.2

®F²x�
α = 3.0.

»O²�¡��x��ª��
�pÄ_¢9�����z§��p²f¡)ª Ã ¨#��ª���¡

∆x = ∆t = 0.01.
ÇA�%Íx�)ªo¡�«9ªo�m��¡��r����ÄT¡��a®G¢h£F¦­®5¡)��� < ��Á ®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§©¡)£�£F¤_¡a®G�z²¡)�r���r®5¡a®%¯~«x²x j¡)��£¥²

g(x)
¡)£�®��r�zÀF�x�p�U£F�a�_�p�#£G¯7®F � �«r�a®F p¬�¡)�x®G²�¡��x�
�pÄ_¢9�m j¡��m��®¥ p p«r�)®¥ �¬�£G¯;¡��r��ª�£F¦z«_¡��z£F²

¡)£È¡��r���z²f¿¥�p�aªo��¢r�)£F¤r¦z�p§ � ÇÈ��¡��r��² «9ªo�m�Ë¡)�r��»OÁ ®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§ ��² ¡)®F²x�_��§�¨��±¡)��¡)�r��«r²r�pÄf¡)�)®F¢9£¥¦z®G¡��m�

< ��Á�¡)£� p£F§�¢r«_¡)�
¡��r��ª�£F¦z«_¡��z£F²�¡�£�¡��r�­ªU�z²f¿¥�p�aªo�
¢r�)£F¤r¦z�p§ �!Ò «r�U�z²r�±¡)�z®F¦@ÀF«r�mª�ª φ0(x)
�z²�®F¦�¦@ �®Fª���ª#�zª#¡)�r�

¯~«x²x j¡)��£¥²
h(x)

£G¯ ´ ¹x� ¸¥µ�Ã ¨��r�­ a���­ªU��¡��p�a®5¡)� � ��²�¡��r�.Í9ÀF«r�)��ª �

] ª
��Ä_¢9�m j¡)��� Ã ÍrÄ_�m�Ó¢h£F�z²f¡
��¡����)®G¡��z£F²Ó¨���¡��Ó¡��r�� a�r£¥�z p� α = 0.2
��Ä_�r�z¤r�±¡aª�®G²È®G¢r¢r�)£3Ä_��§�®G¡��p¦z¬�¦��z²r��®F�

�a®5¡)��£G¯� p£F²T¿F����À¥�p²x p� «x²¥¡)��¦U®G¤h£F«r¡%¡��r�*Ír¯W¡�� �±¡)�p�a®5¡)��£¥² Ã ¨��x�p�)��¡��r���_�­ª� p���p¡�����®5¡)��£¥² �p�)��£¥�� p®F«xªo�mª.ÍrÄ_���
¢h£F�z²f¡���¡����)®G¡��z£F²È¡�£Èªd¡a®G¦z¦ �D¾ �p�)��¡��r�*��²r��¡��­®G¦#ÀF«x��ª)ª�¯~£F�

φ(x)
�zª�¡��r��¯~«r²x j¡)��£¥²

φ0(x) = h(x)
£F¯ ´ ¹x� ¸¥µ��

] ¡�¡��r��¯~£F«x�o¡)�D�±¡)�p�a®5¡)��£¥² Ã ¡)�r��²x£F�)§É£F¯E¡��r���p�)��£¥���­ª ‖g − φ4‖
.
= 0.0021.

�U�r��Íx�)ªo¡�¯~£¥«r�
�±¡)�p�a®5¡��mª�®F²x�
�pÄr®F j¡�ª�£F¦z«_¡��z£F²

g(x)
®G�)��¢r¦z£G¡�¡��m�Ó�z² Y �zÀF«r�)� º_� ¸rÃ ¨��r�p�)� ¡��r� §�£F²r£F¡�£¥²r��¤h�p�9®3¿f�z£F�
£G¯1¡��r��£¥¢9���)®G¡�£F�

A�­ª��p¿T�z�r�p²f¡ � Ç �r��²D¨1���x®G¦z¿F�m��¤h£G¡��
∆x

®F²x�
∆t,

¡��r��Íx²x®F¦;�����)£F���z²D¡)�r��ª�®F§ ��²T«r§�¤h�p�
£G¯���¡����)®G¡��z£F²xª
¨U®Fª��_�� p���m®Fª���� ¤T¬ ®�¯=®F �¡�£¥��£G¯�®F¤9£¥«_¡�¯~£¥«r� Ã  �£F²rÍx��§��z²rÀ�¡)�x®5¡�¡��r� < ��Á ®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§Ì�­ª ªo�m �£F²9� £F�a�_�p�®¥ p p«r�)®G¡�� �
Y ��Ä_����¢9£¥��²f¡���¡����)®G¡��z£F²�¨��±¡)��¡��r�� a�r£F�­ ��

α = 3.0
��Ä_�r�z¤r��¡)ª�ª�£F§����z²f¡��p�)��ªo¡��z²rÀ�¤h�p�x®3¿T�z£F� � ] Àf®G�z² Ã ¡)�r��z²r��¡��­®G¦#ÀF«r�mª�ª%¯~£F�

φ(x)
�zª�¡��r�*¯~«r²x �¡��z£F²

φ0(x) = h(x)
£G¯ ´ ¹9� ¸fµj� �U�x��Íx�aªd¡�¯~£F«r���±¡)�p�a®5¡��mª�®F²x�Î��Är®¥ j¡

ª�£F¦z«_¡)��£¥²
g(x)

®F���*¢r¦�£F¡o¡)���Î�z² Y ��À¥«r�)� º_�z�F�ÈÒ ²x�*ªo����ª%¯~��£¥§Ì¡)�r��ª��*¢x¦�£F¡)ª�¡)�x®5¡�¡��r��£F¢h�p�a®5¡)£F�
A
�zª�²r£

¦z£F²xÀF�p��§ £¥²r£G¡)£F²r� Ã ¨��x�z a��§��zÀF�f¡�¤h���pÄT¢h�� �¡��m�Dªo�z²x p��¢x®F�)®F§ �p¡����� �£¥²x�_��¡��z£F² ÅrÃ ¨��r�­ a���zª�²r�����_�m����²D¡��r�
 p£F§�¢x®F���­ªo£¥²�¡��x�p£F�)�p§ ¸x� ¸xÃ �zª.¿T�z£F¦­®5¡)��� � »O²Èª�¢r��¡���£G¯1¡��r�­ª Ã  �£F²T¿¥�p�)ÀF�p²9 ���£F¯!¡)�r���±¡)�p�a®5¡��mª
�zª.�a®G¢r�­� � ÇA�
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0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
φ(

x)

x

Example 5.1 iterates with α=0.2.

Iterate 1     
Iterate 2     
Iterate 3     
Iterate 4     
Exact Solution

� � /;�}�	.������

²x£G¡�� Ã �x£5¨1��¿F�p� Ã ¡)�x®5¡�¡��r�­ª��a®G¢x�z�� p£F²T¿F����À¥�p²x p�
�­ª�¡�£�®*ªo£¥¦�«_¡)��£¥²�¨��r�­ a�D�zª�¿T�zª���¤x¦�¬�¦z��ª)ª�®F � �«r�a®5¡)�%®5¡�¡��r�
¦z��¯W¡U�p²9�_¢9£¥��²f¡ � ÇÈ��¯~£¥«r²x��¡)�x®5¡U�x®F¦�¿T�z²rÀ%£F²x¦�¬

∆x
�_�­��²r£F¡1�z§�¢r��£5¿¥��¡��x�zª1¤9���x®3¿T��£¥� Ã ¨��r�z¦����x®G¦z¿T��²rÀ�£F²r¦z¬

∆t
�)���_«9 �����¡��r���p�)��£¥��¤T¬�®%¯=®F �¡�£F�1£G¯
®F¤9£¥«_¡!¡d¨#£ Ã ¨��r�­ a��¨#®¥ªE¡)�r��ª)®G§����)��ª�«r¦�¡!£F¤r¡)®G�z²r�m��¯~��£¥§��x®G¦z¿T��²rÀ

¤h£G¡)�
∆t
®F²x�

∆x.
�U�r�mªo����Ä_¢h�p�)��§��p²f¡aª�ª�«rÀFÀ¥��ªo¡�¡)�x®5¡�¡��r� < ��Á ®G¦zÀF£F�)��¡��r§É�zª�¢h£¥ª)ªo�z¤r¦z¬Dªo�m �£F²9��£F�a�_�p�®¥ p p«r�)®G¡��
��²�ª�¢x®F p�.¤r«_¡�£F²x¦�¬�Í9�)ªo¡�£F�a�_�p��®¥ p �«x�)®G¡��
��²�¡��z§���¨��r�p²�®F¢r¢r¦z���m��¡)£�¡)�r�­ª�¢r�)£F¤r¦z�p§ �

Ò «x�
²r�pÄf¡7��Är®F§ ¢x¦����z¦z¦�«xªo¡��a®5¡)��ª
¡��r�#��°J�� �¡)ª;£G¯r²r£¥�zª��!£¥²�¡��x��ª��1 �£¥§�¢r«_¡)®G¡��z£F²xª � �U�x��ª��!��°J�� �¡)ª7®G�)�!³f«r��¡��
¢x��£¥²r£F«r²9 ���� � aT�z²x p��¡��r��£F¢h�p�a®5¡)£F�

A
�­ª� p£F§�¢x®F �¡ Ã £F²r��²r�����rª�®��)�pÀF«x¦z®F������®G¡��z£F²�ªo¡��a®5¡)�pÀ¥¬ � »O²x�_�p�m� Ã ¡��r�

�r�zª) ��)��¡)�U�m®5¡��z£F²�£F¯;¡)�r���_�pÍx²r��¡��z£F² ´ ¹9���3µ £G¯
A
¤T¬�¨U®3¬�£F¯ ´ º_� Å¥µ �­ª���¡)ª��p¦�¯E®��)�pÀ¥«r¦­®G�)�U�m®5¡��z£F²�ªd¡)�)®G¡���ÀF¬*¨���¡��

�)�pÀ¥«r¦­®G�)�U�m®5¡��z£F²�¢9®G�a®G§���¡)�p�
∆x.

aT��²9 ���¡��r��£F¢h�p�a®5¡)£F�
A
�­ª
²r£F²r¦z�z²r��®F� Ã ®G²Ó��Är®F �¡.®F²x®G¦z¬_ªo�­ª�£F¯�¡��x�������)£F�

�­ª��_��Æ� �«r¦�¡��r�x£5¨1��¿F�p� Ã £F²r�
��Ä_¢h�� j¡aª#¡��x®G¡U¡��r�.¢r�)��²9 ��z¢x®G¦}ª�£F«r�a ���£G¯7�_�±Æ� p«r¦±¡d¬*�zªU�z²*¡)�r���_�­ª� p���p¡�����®5¡)��£¥²*£F¯
¡)�r��²T«r§��p�a®5¡)£F���z² ´ ¹x�z�mµ�� ] ª���§�¢r¦z�%�;®3¬T¦z£F��ª��p�)���mª�®G²x®F¦�¬_ª��zª�ª��r£5¨�ª1¡��x®G¡���¯;¡)�r�%²r£¥�zª��.¦���¿F�p¦
�zª�¤h£F«x²x�_���¤T¬

δ,
¡��r��²�¡)�r�%�_�­ª� p���p¡�����®G¡��z£F²��p�)��£¥�#�­ªU¤h£F«r²x�r����¤T¬*®�¯~«r²x j¡)��£¥²�£G¯B¡��r�.¯~£¥��§

δ

(∆x)2
+
c1δ

∆x
+ c2(∆x)

2
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Fixed point iterates for Example 5.1 with α=3.0.

Iterate 1     
Iterate 2     
Iterate 3     
Iterate 4     
Exact Solution
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¨��x�p�)�
c1
�­ª%®G²Î«x¢r¢9����¤h£F«r²9� £F²

|c(x)| , 0 ≤ x ≤ L,
®G²x�

c2
�­ª�®� p£F²xªo¡)®F²¥¡�¡��x®G¡��_�p¢h�p²9�rª%£¥² ¡��r�

ª��� p£F²x� ®F²x�Ð¡��x���a� �_�p�)�z¿3®G¡��z¿F�mª�£G¯
ut
®F²x�

c(x).
�U�r�­ª���Ä_¢r�)��ª)ª���£¥²Ð�­ª�§��z²r�z§ ���p�m� ´ ¡)£Ë¦z��®F�r��²rÀÎ£¥�)�r�p�

�z²
∆x
µ ®5¡

∆x = (c2δ)
1/4,

¨��r�z a� ªo«r¢x¢r¦��z��ª�«xª�¨��±¡)��®��)�pÀF«x¦z®F������®G¡��z£F² ªd¡)�)®G¡��pÀ¥¬ ��� ²r¯~£F��¡�«r²x®G¡���¦�¬ Ã �±¡
�­ª��)®G¡��r���*¢h��ª)ªo�z§��zªo¡��­  � �U�r�p�)�A®F���D§�®F²f¬ ®G¦�¡�����²9®5¡��z¿F�mª ��Ò ²r�Ó �£¥«r¦­� Ã ¯~£F����Är®F§ ¢x¦�� Ã «xª��Ó�U�U=T�r£¥²r£5¿
�)�pÀ¥«r¦­®G�)�U�m®5¡��z£F²�£¥²�¡)�r�.£F¢h�p�a®5¡�£¥�1�m³f«x®5¡)��£¥²

ϕ = Aφ.
Ò ¯; p£F«r�aªo� Ã ¡��r�­ª#¨1£¥«r¦z��®G¦�¡����1¡)�r�.²T«r§��p�)�z �®G¦9¯~£F�)§

£F¯B£¥«r�� �®G¦­ �«r¦­®5¡)��£¥²xª�ªo�zÀF²x�±Í9 �®G²f¡�¦z¬ � ] ¦±¡)�p�)²x®5¡)�p¦z¬ Ã £F²r�% p£F«r¦­��«xªo�%ª�£F§���ª�£F��¡�£G¯Eªo§�£T£G¡)�r��²xÀ £¥��Íx¦�¡��a®5¡)��£¥²£F¯
¡)�r���r®5¡a®��z²*¡a®G²x�r�p§ ¨���¡���¡��r���_�­ª) ��)��¡�����®G¡��z£F²�¨#�.�p§�¢r¦z£5¬���² ´ ºr� Åfµj� ] ¢x®G��¡��­ �«x¦z®F��¦z¬�ªo�z§�¢r¦��.§��z²x�_���®F¢r¢r�)£¥®¥ a��¨#£F«r¦­��¤h�%¡�£��_£*®�¦z��®¥ªd¡�ª)³f«x®G�)��ª�Ír¡�£G¯E¡)�r���r®G¡)®�¢h£F�z²f¡)ª�¡�£�®�¢9£¥¦�¬T²r£¥§ �­®G¦
£G¯�ªo£¥§����_�pÀ¥����� �
ÇÈ���z¦�¦z«xªo¡��a®5¡��
¡)�r��ª��%ªd¡)�)®G¡���ÀF�z��ª#��²�¡)�r�
¯~£F¦z¦�£5¨��z²rÀ���Är®G§�¢r¦z� �

���!<�T 	R:SN �!VE�!V »O²�¡��x�zª��pÄr®G§�¢r¦z�
¨#�.«xª��.¡��r�%ª)®G§��.¢x®G�a®G§��p¡��p�aªU®FªU�z² � Är®G§�¢r¦z� ºr���¥Ã ¤r«_¡�¨#�.���mªd¡)���­ j¡

α
¡)£�¡)�r��¿5®F¦�«r�

α = 0.2,
ª�£%¡)�x®5¡�®G¦z¦9¡��r�
¢x®G�a®G§��p¡��p�#®G²x���r®5¡a®� p£F²x�_��¡��z£F²9ª1®F����§ �p¡ � ÇÈ�
 �®G¦­ �«r¦­®5¡)��¡)�r�

�x®5¡)®��o��Är®¥ j¡�¦z¬��#«xª��z²rÀ%®.�r�zÀF�r����®F p p«r�a®F �¬� p®G¦­ �«x¦z®G¡��z£F² Ã ®F²x��¡��r��²�®F�r� ²r£¥�zª�� � �U�r��²r£¥�zª����­ªE�)®F²x�_£¥§ ®G²x�
«x²r�±¯~£¥��§�¦z¬*�_�­ªd¡)���z¤r«_¡)����£F²�¡��r�.�z²f¡��p�)¿5®G¦

[−δ/2, δ/2].
ÇÈ�.¡�£T£2=

δ = 0.0001.
»O²�¿T����¨ £G¯;¡��r���_�­ª) �«xª)ªo�z£F²
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Fifth iterates

Dx = 0.05
Dx = 0.1 
Solution 
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Fifth iterate, polynomial smoothed data

Dx = 0.01
Solution 
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¢x���m ����r��²rÀ�¡��x�zª7�pÄ_®F§�¢r¦�� Ã £F²r�#§���À¥�f¡7�pÄ_¢9�m j¡7¡��r�U£¥¢_¡��z§�«r§ ����ÀF«r¦­®G�)�U�m®5¡)��£¥²�¢x®G�a®G§���¡)�p�;¡�£
¤9�
∆x ≈ 0.1.a_��²x p�1¨#�U®G�)�1¦­®F �=T�z²rÀ � 6+
/"���
/" �r�p�)��¿5®5¡)��¿¥�1�z²_¯~£¥��§�®5¡)��£¥² Ã ¡��)�­®G¦T®G²x���p�)��£¥�;¨��z¦�¦_ª�«rÀFÀ¥��ªo¡B®F²�£F¢r¡��z§�®F¦T¿3®F¦�«x� �

»¼¯B¨1�
«xª��
∆x = 0.01,

®Fª#�z² � Ä_®F§�¢r¦�� ºr���¥Ã ¡)�r�.���mªo«r¦�¡)ªU®F���
¿F����¬�¢h£f£¥� � \ £¥§ ¢x«_¡)®G¡��z£F²xª1¯~£F� ∆x = 0.05®F²x�
∆x = 0.1

®G�)����¦z¦�«9ªd¡)�)®G¡���� �z² Y �zÀF«x��� º_� ¸rÃ ®G¦z£F²rÀÈ¨���¡�� ¡��x����Är®F �¡�ª�£F¦z«_¡)��£¥² � Y £¥��¢r«r�)¢9£fªo�mª�£G¯
 p£F§�¢x®F���­ªo£¥² Ã ¨#�U¡��r��²�ª�§�£T£G¡��x����¡��r���x®5¡)®.¤T¬ �_£F�z²rÀ�®
¦��m®Fªo¡!ª�³f«x®F���mª
Íx¡!£G¯@®�¡��p²f¡)���_�pÀ¥�����#¢h£F¦z¬T²r£F§��­®G¦
¡)£���¡ Ã ¡��x�p²�®F¢r¢r¦z���m��£¥«r�1®F¦�À¥£F�)�±¡)�r§ ¨���¡��

∆x = 0.01.
�U�r�
���mªo«x¦±¡#�zª#®G¦­ªo£�¢r¦�£F¡o¡)�����z² Y �zÀF«r�)� ºr� ¸xÃ ¨��r�­ a�

 p¦��m®G�)¦�¬��z²x�_�­ p®G¡��mªU¡��x®G¡�¢9£¥¦�¬T²r£¥§��z®F¦Jª�§�£T£G¡��x��²rÀ��­ª�®�ªo«x¢9�����z£F�U�)�pÀF«x¦z®F������®G¡��z£F²�¯~£¥� ´ »OÁ µ �z²�¡��r�­ª� �®Fª�� �

���!<�T 	R:SN �!V��6V Y £¥�#£¥«r�#¦z®¥ªd¡U��Är®G§�¢r¦z� Ã ¨#�
¦��p¡
L = 1, T = 3, γ = β = 1, c(x) = 1 + cos(3x) � ¶ ®F²x�

µ(t) = t2.
Á7®F�)®F§���¡����
 �£¥²x�_��¡��z£F²xª ¶ Ê Å ®G�)���m®Fª���¦z¬�¿¥�p�)�±Í9��� � ÇA�#ªo�x®F¦�¦f²r£F¡Bª�¢9�m ���¯~¬�¡)�r�1ª�£F¦z«_¡)��£¥²

φ(x),
¤r«_¡

¨#�.¨���¦z¦
ª�¢9�m ���¯~¬
g(x).

Ò ¯B p£F«r�aª�� Ã ¡��r�����%®F���
�)��ªo¡��)�z �¡��z£F²xª#£F²�£F«x�� a�r£F�­ �� Ã ²x®G§��p¦z¬�¡)�r�%�r®5¡a®� �£F²9�_�±¡)��£¥²xª
� Ê ¸ §�«9ªd¡�¤h��ª�®G¡��­ªdÍx�m� � �U�r�­ª.��Är®G§�¢r¦z� ¡)®�=¥��ª
£F²A¡��x� �9®3¿F£¥��£F¯#®� �£¥²¥¡)��£¥¦B¡��r��£F�)¬�¢r��£¥¤r¦z�p§ Ã ª���²x p��¨1�
®F���*²r£G¡�ª��z§�«r¦­®5¡)��²rÀA®D§���®¥ªo«r�)�p§���²¥¡%£F¯��r®5¡a® Ã ¤r«_¡ �)®G¡��r����ª�¢9�m ���¯~¬T��²rÀÓ¡��r���r®5¡a®D®G²9�Î®5¡o¡)�p§�¢_¡)��²rÀÓ¡�£
Í9²x�Ë®

φ(x)
¨��r�­ a�Î¨��z¦�¦ �oªo¡����p� � ¡)�r��ª�¬_ªd¡)�p§Ì¡�£�¡)�r��ªo¡)®G¡��

u(x, T ) = g(x).
ÇÈ�*§�®2=F��¡)�r��ª��p¦z�� �¡��z£F²

g(x) = µ(T )e−x.
Ò ²r�� a�r�m �=_ªB¡��x®G¡1�r®5¡a®. �£F²9�_�±¡)��£¥² � Ê ¸ ®F����ª)®5¡)�zªoÍx����¨���¡���¡��x�zª� a�x£F�­ ���£G¯

g(x). ] Àf®G�z² Ã¡)�r�%�z²r��¡��­®G¦}À¥«r��ª)ª#¯~£F�
φ(x)

�­ªU¡��x�.¯~«r²x j¡)��£¥²
φ0(x) = h(x)

£G¯ ´ ¹x� ¸¥µ�� �U�r��Í9�)ªo¡UÍx¿F����¡����)®G¡���ª�®G�)�.ª��r£5¨�²
�z² Y �zÀF«r�)� Ã]º_� ¸ ®G²x��¡)�r�p¬�®F¢r¢9�m®G��¡�£* p£F²T¿F����À¥��§ £¥²r£G¡)£F²r��¦�¬*¡�£�®�¦��z§��±¡ �9` £¥����£5¿F��� Ã ��¡�¡)«r�)²xª�£¥«_¡�¡)�x®5¡
��¯
u(x, T ;φ8)

�zª� �£F§�¢r«r¡����Î®F²x�Î �£¥§�¢x®G�)���A¡�£
g(x),

¡��r��²x£F�)§ £G¯U¡)�r���_��°J�p�)�p²x p���zª�®G¢r¢r�)£3Ä_��§�®G¡��p¦z¬

0.000139.
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 �����+� _ $U���3N]��!R�3����; �U�r�­ª�¢x®F¢9����¨#®¥ª1¨��)��¡o¡���²��_«r�)��²rÀ ¡)�r��¿T�zª��±¡�£F¯
¡��x�.Íx�)ªo¡�®G«_¡)�r£F��®G¡U¡��r� � ²r��¿¥�p�aªo��¡d¬£F¯ [ ��¤r�a®Fª8=3®GÊ B ��²9 �£F¦z² �B¾ �
¨��zª��r��ª!¡�£���Ä_¢r�)��ª)ª��r�­ª#ÀF�a®5¡)�±¡)«x�_��¡)£%¡)�r� ���p¢9®G��¡�§��p²f¡U£G¯ ` ®G¡��r��§�®G¡��­ pª#®G²x�
aT¡)®5¡)�zªo¡��­ pª�£G¯
¡)�r� � ²x��¿¥�p�aªo��¡d¬�£G¯ [ ��¤r�)®¥ª:=5®GÊ B ��²x p£F¦z²�¯~£¥��ªo«r¢x¢9£¥�o¡)��²rÀ ¡)�r�zª�¿f�­ª��±¡ �

� .�3).r�	.r�
��. �
� Ô�� /10 2 0m4BbdV3[]\lion¥0m/BV
[]V�n�bdcZ\Zb�^3cZijsmt]bou�vzijc
`#Y�{�^Fbdc=sGijt][]g!bd�py5`)XZ[]ijVf0	� Ü 
;Ú�ô=Úoç5Ø­Üz×jä���
�àm×jØ­Üzæjç5Þ ì é í�� Ô ë��aë�� Ô ë��aðmì��jïjïjïm0
� � � ?#0�:W\¼`��ji�nF0j:WV�n�bdcZ\Zb@^5`acl`asGijt][]g@^3c=ijs3t]bdu�\_e
[ XlYEXZY3b��5V5`at�i�n�bdcZkmbdXZbdcZu�[]V3`)Xl[]ijVf0 ãxæjÛ#ÛUè��@àmô=Ú��}ö�öGä]è3Ö�×jØ�Ù3è ì êjê � Ô ðjë����jï Õ ì
ÔoÕjÕmÔ 0

� é�� /10 :¼0! xcZ[]t]bd^��ji�`aVmkU/10 "B0�#;ij\ZXZ[]Vf0):WVpn�bdc=\lb
^3cZijsmt]bouÈiav¥kmbdXZbdcZu�[]Vm[]V3w7XlYmb
gdipbOq�gd[]boV�X9[]VU`B^5`acZ`asGijt][]g;bd�py5`)XZ[]ijVf0 ßFÜ­áZÚ�ôOÜ�×�ç
Ö�×jØ�Ù3è%$mè ì éjé � ê ð Õ � ê�Õ ímì ÔoÕjÕ �m0

� ê�� :¼0G<pXl`���wjijt]k¥0'& ôZÚlÚ�ç)( Þ+*fàmçGÝoØ­Üzæjç5ÞE×jçGõ-,;æ�à�çGõ�×�ôOò/.F×jä à3Ú0�@ô=æ�ádä ÚoÛ#Þ 0)1jijY3V���[]t]bO{�`aV3k�<pijV3\�ì5:WVmg�0]ì38;bOe329ijc4�Gì ÔoÕ � Õ 0

] � ���p²r�­ªo£5¿JÂE�_��² �
 pª � §�ª�« � ªo«
Y ®F p«r¦±¡d¬*£G¯ \ £F§�¢r«_¡a®5¡��z£F²9®G¦ ` ®G¡��r��§�®G¡��­ pª�®F²x� \ ¬T¤h�p�)²r��¡)�z �ª Ã�` £¥ª) �£5¨�af¡a®5¡)� � ²r�z¿F���)ª��±¡d¬ Ã �E£F�)£F¤r�z£5¿T¬
W
£¥��¬ Ã�` £¥ª) �£5¨ ÃJ�¥�9X2W5X2XxÃ ^ «9ª�ª��z®
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� � a_�r£F�)��ª�ÂB¡)ª��r£F�)��ª���§�®5¡�� � «r²x¦ � ���_«

���p¢9®G��¡�§��p²f¡�£G¯ ` ®5¡)�r�p§�®G¡��­ pª�®G²9� aT¡)®5¡)�zªo¡��­ pª Ã � ²x��¿¥�p�aªo��¡d¬�£G¯ [ ��¤r�)®¥ª:=5® Ã B �z²x �£¥¦�² Ã�[ � Å2W¥º2W2W Ê �¥¸¥¶G¸xÃ
� a ]


